Exercice Chapitre 3 — Transformée de Fourier rapide (FFT)

Dans cet exercice, vous allez observer concrétement, sur divers exemples d’images, la
représentation des spectres en fréquences spatiales.

Avant de commencer, chargez et décompressez le fichier archive « fft.zip» qui contient les
scripts nécessaires tout au long de cet exercice.

Transformée de Fourier Discréte

1 — Aprés avoir mis a jour la liste des chemins dans le path browser, ouvrez et analysez le
script fft2d _sinus.m. N’hésitez pas a consulter ’aide (helpwin) pour obtenir plus
d’informations sur les différentes fonctions Matlab utilisées. Quel est le type du signal 2-D
d’entrée ?

2 — Jouez sur la période en essayant les valeurs 4, 8 et 16 (orientation 0). Relevez, pour ces
différentes périodes, I’amplitude et la fréquence normalisées des raies. Jouez également sur
I’amplitude et la valeur moyenne du signal 2-D. Commentez les résultats obtenus. Essayez
ensuite la valeur 17 pour la période. Commentez a nouveau.

3 — Pour augmenter la résolution fréquentielle, utilisez le script fft2d_resolution.m. Faites
varier maintenant 1’orientation du signal 2-D : essayez pi/2, et pi/4 (période 16 et 16*sqrt(2) ).

4 — Lancez les scripts fft2d carre.m ct fft2d damier.m. Jouez avec les parameétres et
interprétez les résultats.

5 — A partir du script fft2d_sinus.m, écrivez un script qui affiche une image naturelle et son
module de FFT2D. Lancez ce script sur plusieurs images.



Correction de I'exercice : FFT

1 — Le fichier fft2d_si nus. m permet d'observer la transformée de Fourier
discréte d'un signal 2-D sinusoidal.

Dans un premier temps, on définit les caractéristiq ues du signal 2-D
sinusoidal que l'on veut utliser: taille de [lima ge, période,
orientation, amplitude, et valeur moyenne. Puis, la fonction
gener ati on_si nus, quivous est fournie ici, permet de générer un sign al 2-D

sinusoidal a partir de ces caractéristiques.

taille = 128

periode = 16

orientation = 0

amplitude = 128

val_moy =0

iml= generati on_si nus(taille,periode,orientation,amplitude,val_moy);

L'image de la sinusoide peut étre ensuite visualisé e de deux facons: en
vue de dessus (vision 2-D avec la fonction i mgesc)et en
perspective(vision 3-D avec la fonction surf):
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On remarque que la direction horizontale de la sinu soide entraine
'apparition de bandes verticales sur I'image. Une fois que I'image de la
sinusoide est générée et stockée dans i mL, on calcule sa transformée de
Fourier discréte rapide (FFT) avec la fonction fft2 de Matlab.

spectrel = fft2(im1)/(taille*taille);

Puis, on utilise la fonction fftshift pour que la composante fréquentielle
spatiale (0,0) soit déplacée au centre du support d u spectre.
spectrel = fftshift(spectrel);

Enfin, les vecteurs normalisés représentent les fré guences spatiales
horizontales et verticales. Ici, ces vecteurs posse dent la méme taille et
les mémes composantes donc :

vt =(-taille/2:1:(taille/2-1))/taille;



Le module du spectre peut s'afficher avec la comman de:
imagesc(vt,vt,(abs(spectrel)));

L'image du module du spectre est la suivante (image aussi appelée « Pl an de
Fourier »):
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On apercoit au centre deux points blancs. Dans la s uite de I'exercice, on
montrera qu’il ne s'agit pas de deux impulsions, ma is des deux lobes
principaux de sinus cardinaux, obtenus par transfor mation de Fourier rapide

(FFT, pour Fast Fourier Transformndela sinusoide sur un support fini
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Enfin, on note que [lorientation définie par ces de ux points est
horizontale (elle est donc orthogonale aux orientat ions verticales des
bandes que I'on observait sur I'image de la sinusoi de).

Remarque :

La période pour un signal d'image correspond au nom bre de pixels minimal
qui sépare deux motifs identiques dans I'image. La période minimale pour un
motif dans une image est donc de deux pixels :

I

i i
Périnde minimale pour une image © 2 pizels

La fréquence spatiale normalisée maximale Vmax €St donc égale a :

v = 1 :l
max — période minimale 2




En traitement d’images numériques, le module du spe

étre représenté selon les fréquences spatiales normalisées
sur l'intervalle [-0.5, 0.5].

Soit T la période en pixel, on définit alors la fré

correspondante par : Vnorm = 1/T.

2 —

= Modification de la période

En diminuant la période spatiale de la sinusoide (v
images suivantes :

Sur I'image, on peut voir une raie tous les quatre

L'image du module du spectre est donnée ci-dessous
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Les deux points sont aux fréquences normalisées :
{V1X: —0.25, Viy= 0} et{ Vox= 0.25,

Dans cette configuration particuliere ou I'orientat
est a 0°, il est possible de représenter une ligne
sinusoide 1-D qui se propage selon I'axe horizontal

spatiales horizontales Vix, €t Vox sont donc égales,

ctre d'une image peut
qui varient donc

quence normalisée

aleur 4), on obtient les

Voy= 0}

ion de la sinusoide 2-D
de ce signal 2-D par une
(Ox). Les fréquences

au signe prés, a

l'inverse de la période spatiale : Vvix=—1/T et Vox= 1/T.
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= Modification de I'amplitude

La sinusoide évolue sur lintervalle [-A, A], ou A est I'amplitude de la
sinusoide. L’augmentation de l'amplitude A modifie 'amplitude des deux
pics déja observés.
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= Modification de la valeur moyenne

En augmentant la valeur moyenne V w ON obtient les résultats suivants :

Le module du spectre, sur la figure de droite, prés ente en son centre une
nouvelle composante en plus des deux composantes pr écédentes. Il s’agit en
fait de la composante continue du spectre située au x fréquences spatiales

{vx =0, vy =0} quirésulte de la valeur moyenne de la sinusoi de.



=  Période T =17

Pour une période T = 17, le module du spectre obten u est le suivant :
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Sur le plan de Fourier (a gauche), les deux points blancs sont « étalés ».
Pour obtenir une meilleure visualisation, on affich e le module du spectre
en vision 3-D (a droite). On observe alors que le m odule du spectre n’est
plus composé de deux impulsions, et qu'l ressemble d'avantage a
I'enveloppe d'un sinus cardinal.
Pour expliquer ce phénoméne, on considére une sinus oide 1-D, notée f(x) et

définie par :
f)=V wmsin(2. mf o.X)

Le spectre F( vy) de cette sinusoide est donc défini par :

F(VY)= Vi (i 5( vx-vxo“jg- 5("X+"X0))

ou « j » désigne le nombre complexe tel que j2= -1, et vy =1/T.
Le module de spectre |F( vy)| est représenté sur la figure ci-dessous :
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Ce spectre est défini pour une sinusoide de support infini (x variant de —
a + o). En pratigue une image n’'est jamais représentée s ur un support
infini, on effectue donc un fenétrage de la sinusoi de par une fonction

porte notée p(x). La fonction p(x) est définie par

— |1 si x{-L/2; L/2]
P& = {0 sinon



Représentation de p(X) :

P(x)a

Le spectre P(

-Li2 0

P(vx)= L. sinc(L

Ou « sinc » exprime un sinus cardinal : sinc(x) = s

Dans le script

La sinusoide se déplace selon (Ox), on a donc L=12

Le module du spectre |P(

L/2

vy) de cette fonction porte est défini par :
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fft2d_si nus. m lataille de 'image est de 128 x 128 pixels.
8.

vy)| est représenté sur la figure ci-dessous :
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On remarque sur cette figure que la largeur d'un lo

cardinal vaut 1/L.

Ainsi, la sinusoide f
forme :

Donc le spectre F

Fu( vx) = F(

fu(x) = f(x).p(x)

v( Vx) est donnée par la relation :

be secondaire du sinus

v(X) visualisée est, en réalité, une fonction de la

vy) OP(vx) = % M. (Jl P(vx—Vxg) *j . P(Vx+on))



Le module du spectre |F v(Vyx)| de la sinusoide f v(X) de période T et
d’amplitude V  , sur un support fini de taille L, est représenté s ur la
figure ci-dessous :
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En outre, pour représenter le spectre de cette sinu soide, on calcule une
Transformée de Fourier rapide (donc numérique ). Le spectre est donc
représenté par un nombre fini de ses points. Par dé faut, avec la fonction
fft2, ce nombre de point est égal au nombre de pixels d ans chacune des
directions (horizontales et verticale).
Dans notre configuration, le nombre de pixels est | e méme selon les deux
directions. Aprés calcul de la FFT, on a donc un mo dule du spectre |F vs|
représenté par 128 points du module du spectre |F v| pour les fréquences
spatiales horizontales. On a alors une résolution f réquentielle Avy en
horizontal définie par : Avy = 1/128.
On remarque que 1/L = Avy : sur le spectre de la sinusoide a support fini,
la largueur d'un lobe secondaire du sinus cardinal est égale a la
résolution fréquentielle en horizontal.
Ainsi, si la période T de la sinusoide est inversem ent proportionnelle a
la résolution fréquentielle horizontale (i.e. 1/T = k. Avyk, oU « k » est un
entier naturel non nul), le module du spectre |F vs| ne représente que les
valeurs maximales des sinus cardinaux du module du spectre [F | (les lobes
secondaires disparaissent) :
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Ainsi pour les périodes :

» T=4, Llogzox 1l .
4 128

- T=8 l=16x-1;
8 128

= T=16, B R ;
16 128

Pour ces trois périodes, la condition 1/T = k.
donc uniquement la valeur maximale des sinus

composantes du spectre étant nulles, le module du s
impulsions (cf. 1).

Pour une période T = 17, la condition 1/T = k.
visualise donc des échantillons des lobes secondair
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Pour pouvoir visualiser les lobes secondaires, quel
il faut augmenter la résolution fréquentielle pour

le que soit la période,

satisfaire a la
condition : Avy < 1/L.
3 — Le script fft2d-resolution.m permet daugmenter la résolution
fréquentielle de Iimage. On choisit pour une dimension (horizon tale puis
verticale, ou inversement) un nombre de points N

nombre de points doit étre supérieur au nombre de p
la méme dimension (horizontale ou verticale). Les p
valeur zéro ( zer o- paddi ng).

Prenons le cas simple d’'une image monochrome de tai

pour calculer la FFT. Ce
oints N ; de l'image sur
oints introduits ont la

lle 2x2 (N 1=2) :



On choisit d’'augmenter la résolution fréquentielle en calculant la FFT avec
non plus 2, mais 4 points pour chaque dimension. La FFT sera donc calculée
sur 'image suivante (N 2=4):
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Les quatre pixels de I'image de référence 2x2 sont marqués d'une étoile
rouge. Les autres pixels noirs (valeur 0) ont été ajoutés pour obtenir une
image de taille 4x4.

Pour calculer, sous Matlab, la FFT avec une plus gr ande résolution
fréquentielle, il suffit de passer le nombre de poi nts N , en parameétre de
la fonction fft2 : fft2(iml1,N 2,N2). Voici les résultats obtenus pour une

période T = 8 et la sinusoide 2-D :
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En augmentant la résolution fréquentielle, les lobe s secondaires des sinus
cardinaux du spectre apparaissent méme pour les sig naux dont la période
vérifie 1/T = k. Avy. En effet, considérons, par exemple, une résolutio
fréquentielle doublée : Avyo=2. Avy :
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Les lobes secondaires du spectre sont maintenant re présentés par des

valeurs non nulles (valeurs maximales dans le cas p résent).



Modification de I'orientation

En p

renant une orientation de pi/2 (période = 16 pi xels), on obtient les

résultats suivants :
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Il était prévisible qu’en ajoutant a I'orientation de la sinusoide un angle
de pi/2 :

- la propagation soit perpendiculaire a celle de la s inusoide de
référence (les bandes sont maintenant horizontales dans l'image de
gauche) ;

- la direction définie par les deux points du module du spectre soit
perpendiculaire, a la fois, aux bandes de I'image q u'il représente et
a la direction définie sur le spectre d’'origine (im age de droite).

De méme en prenant une orientation de pi/4 (période = 16 pixels),
l'orientation de la propagation de la sinusoide a & té modifiée d’'un angle
de -pi/4. On observe des structures périodiques hor izontalement et
verticalement. Ces structures contribuent a créer u ne structure périodique
en diagonale de période T = 16. Les périodes horizo ntales et verticales
sont donc égales a L pixels :
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Sur I'image ci-dessous, le module du spectre est re présenté par deux points
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situés respectivement aux coordonnées : -4, =L |et L.——L |, avec V,==.
( 272 27 2 T

Ces points définissent une direction perpendiculair e aux bandes observées

sur limage précédente. L'analyse de Fourier 2-D fo urnit donc une

indication sur I'orientation spatiale du signal.
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4 — Aprés avoir lancé le script ff2d_carre. mon obtient I'image suivante :
Le signal 2-D est un signal carré qui évolue selon 'axe horizontal (Ox).
Il est possible de représenter une ligne de cette i mage par un signal carré
1-D selon I'axe (Ox) :
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On sait que pour une onde carrée de la forme :
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T
A%
. | 7 | e
La transformée de Fourier est : Y(v)= z V.sinc(n/2). &(v-n/T) .Sionnote T
n
la période de c(x), on a donc : c(x)=y(x+ T JA)=y(x) Ldx+T i/4).
Ainsi : C(v)=Y( v).exp(2j =mv.T 1/4) , en module les spectre C( v) et Y( V) sont
donc identiques et représentés par :
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Ici, le signal est considéré infini. Ce n'est pas | e cas dans la réalité
pour une image, il faut donc - comme pour la sinuso ide - effectuer une
multiplication par la fonction porte p(t) utilisée précédemment. On a

donc: |C( v)|=| Z V.sinc(n/2). o(v-n/T) OL.sinc(2 nv)|

D'ou: |C( v)|=V.L. z |sinc(n/2).sinc(2 m (v -n/T))|

n
Le module du spectre C( v) est donc obtenu par la multiplication de deux
sinus cardinaux : un propre au support fini du sign al, l'autre propre au
signal carré proprement dit. Le module du spectre e st donc obtenu en
remplagant, sur la figure précédente, les impulsion s de Dirac par des sinus
cardinaux. Notons que la valeur moyenne du signal e st nulle, il 'y a donc
pas de gain en continu. Ainsi, le module du spectre est de la forme
suivante :
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C’est le résultat qu'on observe sur la représentati
du signal carré 2-D :
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on du module du spectre

Aprés avoir lancé le script ff 2d_dam er. m on obtient 'image et le module

du spectre associé suivants (période = 16) :

Le damier est obtenu en prenant, en entrée d'un opé
ondes carrées orthogonales entre elles (ici une ond
horizontale). Sur le module du spectre (a droite),
amplitudes croisées similaires a celles obtenues da
onde carrée.

Par ailleurs, sur l'image du damier (& gauche), on
structures sont a présent périodiques suivant les d

rateur « XOR », deux
e verticale et une onde
on reconnait alors des
ns le cas d'une simple

remarque que les
iagonales de I'image.



La figure ci-dessous présente le plan de Fourier po ur l'image du damier

(période = 16). On représente ici les modules des s pectres des deux signaux
carrés 2-D de base: un signal horizontal et [l'autr e vertical. Les
composantes du module du spectre de I'image du dami er résultent alors des
croisements des composantes de ces deux sighaux car rés de base.
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5 — Voici un exemple de script, inspiré de fft2d_si nus. m pour afficher le
spectre de 'image CLOMN_LUM :

iml=imread( 'CLOWN_LUMI.BMP');

% on affiche I'image en niveaux de gris

figure(1);

imagesc(im1l);

map = 0:1/255:1;

map = [map',map',map']; % LUT pour afficher en nive au de gris
colormap(map);

% on calcule sa transformée de Fourier

[taillel, taille2]=size(im1(:,:,1)) ;

nb_pointl = 2*taillel;

nb_point2 = 2*taille2;

spectrel = fft2(im1,nb_pointl,nb_point2) /(taille1* taille2);
spectrel = fftshift(spectrel);

%pour diminuer la composante continue

spectrel = 2*spectrel,;

spectrel(taillel/2+1,taille2/2+1)=spectrel(taillel/ 2+1 taille2/2+1)/2;
% on définit les vecteurs de fréquences normalisées
vtl=( -taillel /2:taillel /nb_pointl : (taillel/2 - taille1l/nb_pointl))/taillel;

vi2=( -taille2 /2:taille2 I nb_point2 : (taille2/2-taille2 / nb_point2))/taille2;



% on affiche le module de la FFT
figure(2);
imagesc(vtl,vt2,(abs(spectrel)));
%representation 3-D

figure(3)
[X,Y]=meshgrid(vt1,vt2);
mesh(X,Y,abs(spectrel));

On obtient le spectre suivant :
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Comme pour la plupart des images naturelles, le spe
CLOMWN _LUM posséde une forte composante continue,

composantes en moyennes et hautes fréquences spatia
Compte tenu de la dynamique du module du spectre (v
basses fréquences), on affichera le logarithme en b

% on affiche le module de la FFT
figure(2);
imagesc(vtl,vt2,(logl0(abs(spectrel))));
colormap(map) ;

Voici le plan de Fourier obtenu alors :
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

o]

0.1

0.2

0.3

0.4

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 o] 0.1

et

LA

ctre de limage
trés peu
les.
aleurs importantes en
ase 10 de ce module :

03 0.4

de



