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Interprétation d’'un langage logique avec variables

formules de F(X, F, P) constituées de symboles de variable (X), de
constante et de fonction (F) et de prédicat (P)
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Interprétation d’'un langage logique avec variables

formules de F(X, F, P) constituées de symboles de variable (X), de
constante et de fonction (F) et de prédicat (P)

@ interprétation des symboles de F et de P
» structure M
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Interprétation d’'un langage logique avec variables

formules de F(X, F, P) constituées de symboles de variable (X), de
constante et de fonction (F) et de prédicat (P)

@ interprétation des symboles de F et de P
» structure M
@ interprétation des symboles de variable de X

» les variables dénotent des objets de I'univers du discours
» valuation v : X — |M|
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Interprétation d’'un langage logique avec variables

formules de F(X, F, P) constituées de symboles de variable (X), de
constante et de fonction (F) et de prédicat (P)

@ interprétation des symboles de F et de P
» structure M
@ interprétation des symboles de variable de X

» les variables dénotent des objets de I'univers du discours
» valuation v : X — |M|
associe une valeur v(x) du domaine d’interprétation |M| a chaque

symbole de variable x
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Interprétation d’'un langage logique avec variables

formules de F(X, F, P) constituées de symboles de variable (X), de
constante et de fonction (F) et de prédicat (P)

@ interprétation des symboles de F et de P
» structure M
@ interprétation des symboles de variable de X

» les variables dénotent des objets de I'univers du discours

» valuation v : X — |M|
changer la valeur associée a une variable w € X par v (changer la
valeur d’une fonction en un point)

valuation v{w < m]: X — |M|
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Interprétation d’'un langage logique avec variables

formules de F(X, F, P) constituées de symboles de variable (X), de
constante et de fonction (F) et de prédicat (P)

@ interprétation des symboles de F et de P
» structure M
@ interprétation des symboles de variable de X

» les variables dénotent des objets de I'univers du discours
» valuation v : X — |M|
changer la valeur associée a une variable w € X par v (changer la
valeur d’une fonction en un point)
valuation v{w < m]: X — |M|
m Six=w

définie par v[w < m|(x) = v(x) sinon
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Interprétation d’'un langage logique avec variables

formules de F(X, F, P) constituées de symboles de variable (X), de
constante et de fonction (F) et de prédicat (P)

@ interprétation des symboles de F et de P
» structure M
@ interprétation des symboles de variable de X

» les variables dénotent des objets de I'univers du discours
» valuation v : X — |M|
changer la valeur associée a une variable w € X par v (changer la
valeur d’une fonction en un point)
valuation v{w < m]: X — |M|
. m Six=w
définie par v[w < m|(x) = v(x) sinon
exemple : si v(x) =3 et v(y) =5, alors v[x < 8](x) = 8 et
V[x < 8(y) =5
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Interprétation des formules logiques avec variables

@ interprétation des termes avec variables de 7 (X, F)
» [(]M < |M| : valeur du terme ¢
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Interprétation des formules logiques avec variables

@ interprétation des termes avec variables de 7 (X, F)
» [(]M < |M| : valeur du terme ¢

@ interprétation des formules avec variables et quantificateurs de
F(X, F,P)

» interprétation des formules atomiques : Im, : £(X, F,P) - B
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Interprétation des formules logiques avec variables

@ interprétation des termes avec variables de 7 (X, F)
» [(]M < |M| : valeur du terme ¢

@ interprétation des formules avec variables et quantificateurs de
F(X, F,P)

» interprétation des formules atomiques : Im, : £(X, F,P) - B
» interprétation des connecteurs logiques : opérateurs booléens
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Interprétation des formules logiques avec variables

@ interprétation des termes avec variables de 7 (X, F)
» [(]M < |M| : valeur du terme ¢
@ interprétation des formules avec variables et quantificateurs de
F(X,F,P)

» interprétation des formules atomiques : Im, : £(X, F,P) - B
» interprétation des connecteurs logiques : opérateurs booléens
» interprétation des quantificateurs

* parcours du domaine d’interprétation |M|
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Interprétation des formules logiques avec variables

@ interprétation des termes avec variables de 7 (X, F)
» [(]M < |M| : valeur du terme ¢

@ interprétation des formules avec variables et quantificateurs de
F(X, F,P)
» interprétation des formules atomiques : Im, : £(X, F,P) - B

» interprétation des connecteurs logiques : opérateurs booléens
» interprétation des quantificateurs

* parcours du domaine d’interprétation |M|
» [F]M € B : interprétation de la formule logique F
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X: {X,y,"'}yf() :Z1‘F2 = {@7ea®})
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X:{X,y,"'}ny:Z1~/—:2 :{@7ea®})

@ domaine d’'interprétation Z (entiers relatifs)
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X:{X,y,"'}ny:Z1F2 :{@7ea®})

@ domaine d’'interprétation Z (entiers relatifs)
@ valuation v : X — Z permettant d’interpréter les symboles de X
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X:{X7y,"'}ny:Z1F2 :{@7ea®})

@ domaine d’'interprétation Z (entiers relatifs)

@ valuation v : X — Z permettant d’interpréter les symboles de X
» exemple : v(x) =3etv(y)=5
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X:{X7y,"'}ny:Z1F2 :{@7ea®})

@ domaine d’'interprétation Z (entiers relatifs)
@ valuation v : X — Z permettant d’interpréter les symboles de X
» exemple : v(x) =3etv(y)=5
@ structure M (avec |M| = Z) permettant d’interpréter les symboles de F
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X:{X7y,"'};FO:Z1F2 :{@7@a®})

@ domaine d’'interprétation Z (entiers relatifs)
@ valuation v : X — Z permettant d’interpréter les symboles de X
» exemple : v(x) =3etv(y)=5
@ structure M (avec |M| = Z) permettant d’interpréter les symboles de F

» chaque constante k € Fy est interprétée par I'entier relatif
M=keZ

* exemple : la valeur de I'expression 8 est I'entier relatif 8
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X:{X7y,"'};FO:Z1F2 :{@7@a®})

@ domaine d’'interprétation Z (entiers relatifs)

@ valuation v : X — Z permettant d’interpréter les symboles de X
» exemple : v(x) =3etv(y)=5
@ structure M (avec |M| = Z) permettant d’interpréter les symboles de F
» chaque constante k € Fy est interprétée par I'entier relatif
M=keZ
* exemple : la valeur de I'expression 8 est I'entier relatif 8
» interprétation des symboles de fonction de 7>
* @:T(X,F) x T(X,F)— T(X,F) : opérateur binaire de
construction d’expressions arithmétiques
* interprété par 'opérateur binaire " : Z x Z — 7 d’addition de deux

entiers relatifs (o™ = +)
*x 0,® ...
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X:{X7y,"'};FO:Z1F2 :{@7@a®})

@ domaine d’'interprétation Z (entiers relatifs)
@ valuation v : X — Z permettant d’interpréter les symboles de X
» exemple : v(x) =3etv(y)=5
@ structure M (avec |M| = Z) permettant d’interpréter les symboles de F
@ interprétation des termes
v(x) sit=xeX

[ =
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X:{X7ya"'}!‘F0:Z1‘F2 :{@7@a®})
@ domaine d’interprétation Z (entiers relatifs)
@ valuation v : X — Z permettant d’interpréter les symboles de X
» exemple : v(x) =3etv(y)=5
@ structure M (avec |M| = Z) permettant d’interpréter les symboles de F
@ interprétation des termes
v(x) sit=xeX

M — KM = k sit=keFy
v
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X:{X7y,"'};FO:Z1F2 :{@7@a®})

@ domaine d’'interprétation Z (entiers relatifs)
@ valuation v : X — Z permettant d’interpréter les symboles de X
» exemple : v(x) =3etv(y)=5
@ structure M (avec |M| = Z) permettant d’interpréter les symboles de F
@ interprétation des termes
v(x) sit=xeX
KM = k sit=keFy

[t]!\/l| = M M My M M HE -
o ([t [L]y) =[]V + [V sit=&(t, k)
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X:{X7ya"'}sF0:Z1F2 :{@7@a®})
@ domaine d’interprétation Z (entiers relatifs)
@ valuation v : X — Z permettant d’interpréter les symboles de X
» exemple : v(x) =3etv(y)=5
@ structure M (avec |M| = Z) permettant d’interpréter les symboles de F
@ interprétation des termes
v(x) sit=xeX
KM = k sit=keFy

[t]!\/l| = M M My M M HE -
o ([t [L]y) =[]V + [V sit=&(t, k)

exemp/e N [@(@(87 X)7 @(yv 1 )):”\/II
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X:{X7ya"'}!‘F0:Z1‘F2 :{@7@a®})
@ domaine d’interprétation Z (entiers relatifs)
@ valuation v : X — Z permettant d’interpréter les symboles de X
» exemple : v(x) =3etv(y)=5
@ structure M (avec |M| = Z) permettant d’interpréter les symboles de F
@ interprétation des termes
v(x) sit=xeX
KM = k sit=keFy

[t]!\/l| = M M My M M HE -
o ([t [L]y) =[]V + [V sit=&(t, k)

exemple : [(2(8, x),(y, 1))V
= aM([o@, ) [e(y, D) = [e(8, )1 + [o(y, DIV
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7(X, F) avec F = Fo U F»
(X:{X7y,"'};FO:Z1F2 :{@7@a®})

@ domaine d’'interprétation Z (entiers relatifs)

@ valuation v : X — Z permettant d’interpréter les symboles de X
» exemple : v(x) =3etv(y)=5

@ structure M (avec |M| = Z) permettant d’interpréter les symboles de F
@ interprétation des termes
v(x) sit=xeX
M KM = k sit=ke F
[t]v =

oM ([ [l = (61 + [RIY sit=o(h, k)

exemp/e N [@(@(87 X)7 6(.y7 1 ))]?/II
= aM([o8, X)) [e(y, DI = &6, )W + [o(y, DIV
= M8, [xI) + MM, [1IW) = (8 — v(x)) + (v(y) — 1)
= (8-3)+(5-1)=9
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-
Interprétation des termes de 7(X, F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F
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-
Interprétation des termes de 7(X, F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F
» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)
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-
Interprétation des termes de 7(X, F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)
» associe & chaque constante k € F, un élément kM < |M|
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-
Interprétation des termes de 7(X, F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)
» associe & chaque constante k € F, un élément kM < |M|

» associe a chaque symbole de fonction f € F, d’arité n, une fonction
n-aire M |M|" — |M|
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______________________________________
Interprétation des termes de 7(X, F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)

» associe & chaque constante k € F, un élément kM < |M|

» associe a chaque symbole de fonction f € F, d’arité n, une fonction
n-aire M |M|" — |M|

@ valuation v permettant d’interpréter les symboles de X
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______________________________________
Interprétation des termes de 7(X, F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)

» associe & chaque constante k € F, un élément kM < |M|

» associe a chaque symbole de fonction f € F, d’arité n, une fonction
n-aire M |M|" — |M|

@ valuation v permettant d’interpréter les symboles de X

@ interprétation des termes de 7(X, F)

[ T(X.F) — M|
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______________________________________
Interprétation des termes de 7(X, F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)

» associe & chaque constante k € F, un élément kM < |M|

» associe a chaque symbole de fonction f € F, d’arité n, une fonction
n-aire M |M|" — |M|

@ valuation v permettant d’interpréter les symboles de X

@ interprétation des termes de 7(X, F)

[ T(X.F) — M|

- { v(x) sit=xe X
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______________________________________
Interprétation des termes de 7(X, F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)

» associe & chaque constante k € F, un élément kM < |M|

» associe a chaque symbole de fonction f € F, d’arité n, une fonction
n-aire M |M|" — |M|

@ valuation v permettant d’interpréter les symboles de X

@ interprétation des termes de 7(X, F)

[ T(X.F) — M|

v(x) sit=xeX
[V =< KM sit=ke Fo
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______________________________________
Interprétation des termes de 7(X, F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)

» associe & chaque constante k € F, un élément kM < |M|

» associe a chaque symbole de fonction f € F, d’arité n, une fonction
n-aire M |M|" — |M|

@ valuation v permettant d’interpréter les symboles de X

@ interprétation des termes de 7(X, F)

[ T(X.F) — M|

v(x) sit=xeX
[t]'l‘,"_{k"" sit=keF
fM([t1]'\\/n>"' ’[tn]!\/’l) sit= f(th"' ’tn)
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-
Interprétation des formules formules atomiques

@ interprétation de F et de P : structure M

domaine d’interprétation |M|

associe a chaque constante k € Fo un élément kM ¢ |M|
associe a chaque f € F, une fonction n-aire fM : [M|” — M|
associe a chaque symbole p € Py un booléen pM < {0, 1}
associe a chaque p € P, un ensemble de n-uplets pM C |M|”

vV vy vy VvYy
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-
Interprétation des formules formules atomiques

@ interprétation de F et de P : structure M

domaine d’interprétation |M|

associe a chaque constante k € Fo un élément kM ¢ |M|
associe a chaque f € F, une fonction n-aire fM : [M|” — M|
associe a chaque symbole p € Py un booléen pM < {0, 1}
associe a chaque p € P, un ensemble de n-uplets pM C |M|”

vV vy vy VvYy

@ interprétation de X : valuation v : X — |M|
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-
Interprétation des formules formules atomiques

@ interprétation de F et de P : structure M

domaine d’interprétation |M|

associe a chaque constante k € Fo un élément kM ¢ |M|
associe a chaque f € F, une fonction n-aire fM : [M|” — M|
associe a chaque symbole p € Py un booléen pM < {0, 1}
associe a chaque p € P, un ensemble de n-uplets pM C |M|”

vV vy vy VvYy

@ interprétation de X : valuation v : X — [M|
@ interprétation des formules atomiques Iw,, : £(X, F,P) — B
pEPo Imv(p) = P"
i Mo M M
p<Pn IM,v(p(th'" atn)): { 1 si ([t1]v’ 7[tn]v) cp

(n>0) 0 sinon
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P =F>={p,q}
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P =F>={p,q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM M| pM C M2 M

M
M(x) = |x| pM = {(my, mz)[my < mp} {(m17m2)|m1 < mp}

Cours 5 Interprétation : variables et quantificateurs
74
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P = F» = {p.q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM — M| pM C M2 Q M
M) =|x| P = {(my, mp)|my < my} = {(m17m2)|m1 < My}
@ formule Vx p(x, f(x))

» Vx p(x, f(x)) est « vraie » ssi la formule p(x, f(x)) est vraie pour
toutes les valeurs possibles de x

Cours 5 Interprétation : variables et quantificateurs
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P =F>={p,q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM M| pM C M2 M

M
M(x) = |x| pM = {(my, mz)[my < mp} {(m17m2)|m1 < mp}

@ formule Vx p(x, f(x))

» Vx p(x, f(x)) est « vraie » ssi la formule p(x, f(x)) est vraie pour
toutes les valeurs possibles de x

[pr(xa f( ))]M Hme\M| [p(X f( ))]v[xem]

Cours 5 Interprétation : variables et quantificateurs
74
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P = F» = {p.q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM — M| pM C M2 Q M
M) =|x| P = {(my, mp)|my < my} = {(m17m2)|m1 < My}
@ formule Vx p(x, f(x))

» Vx p(x, f(x)) est « vraie » ssi la formule p(x, f(x)) est vraie pour
toutes les valeurs possibles de x
» valeurs possibles pour x avec la structure M : -2, —1,1,2

[pr(xa f( ))]M Hme\M| [p(X f( ))]v[xem]

Cours 5 Interprétation : variables et quantificateurs
74
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P = F» = {p.q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM — M| pM C M2 Q M
M) =|x| P = {(my, mp)|my < my} = {(m17m2)|m1 < My}
@ formule Vx p(x, f(x))

» Vx p(x, f(x)) est « vraie » ssi la formule p(x, f(x)) est vraie pour
toutes les valeurs possibles de x
» valeurs possibles pour x avec la structure M : -2, —1,1,2

[Vx p(x, f(x ))]M TTime iy [POX FOO) Wiy
= [p(x, FO))IN vixe—21 - [P(X, f(X))]v[xefﬂ [p(x, f(X))]y[xH] - [p(x, f(X))]y[xez]
— 1111=1
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P = F» = {p.q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM — M| pM C M2 Q M
M) =|x| P = {(my, mp)|my < my} = {(m17m2)|m1 < My}
@ formule Vx p(x, f(x))

» Vx p(x, f(x)) est « vraie » ssi la formule p(x, f(x)) est vraie pour
toutes les valeurs possibles de x
» valeurs possibles pour x avec la structure M : -2, —1,1,2

[Vx p(x, f(x ))]M TTime iy [POX FOO) Wiy
= [p(x, FO))IN vixe—21 - [P(X, f(X))]v[xefﬂ [p(x, f(X))]y[xH] - [p(x, f(X))]y[xez]
— 1111=1

pour chaque m € [M|,ona m < |m|
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P = F» = {p.q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM — M| pM C M2 Q M
M) =|x| P = {(my, mp)|my < my} = {(m17m2)|m1 < My}
@ formule Vx p(f(x), x)

» Vx p(f(x), x) est « vraie » ssi la formule p(f(x), x) est vraie pour
toutes les valeurs possibles de x
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P =F>={p,q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM M| pM C M2 M

M
M(x) = |x| pM = {(my, mz)[my < mp} {(m17m2)|m1 < mp}

@ formule Vx p(f(x), x)

» Vx p(f(x), x) est « vraie » ssi la formule p(f(x), x) est vraie pour
toutes les valeurs possibles de x

[vx p(F(x), X1 =TTy [PCF), XNy
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P = F» = {p.q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM — M| pM C M2 Q M
M) =|x| P = {(my, mp)|my < my} = {(m17m2)|m1 < My}
@ formule Vx p(f(x), x)

» Vx p(f(x), x) est « vraie » ssi la formule p(f(x), x) est vraie pour
toutes les valeurs possibles de x
» valeurs possibles pour x avec la structure M : —2, —1,1,2

[vx p(F(x), )1 = TLmeymy [PCF(X): X)Wy
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P = F» = {p.q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM — M| pM C M2 Q M
M) =|x| P = {(my, mp)|my < my} = {(m17m2)|m1 < My}
@ formule Vx p(f(x), x)

» Vx p(f(x), x) est « vraie » ssi la formule p(f(x), x) est vraie pour
toutes les valeurs possibles de x
» valeurs possibles pour x avec la structure M : —2, —1,1,2

[vx p(F(x), X =TTy [PCFOO), Xy
= [p(F(x), X)WV —zy  [PCFOX) X1y - IO, X)Wy - [P(FOX), XN gy
= 0-0-1-1=0

lorsque m € |M| est négatif, ona |m| £ m
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P = F» = {p.q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM M) pM C M2 MM
M) =|x| P = {(my, mp)|my < my} = {(m17m2)|m1 < My}
@ formule 3x p(f(x), x)

» Ix p(f(x), x) est « vraie » ssi la formule p(f(x), x) est vraie pour au
moins une valeur possible de x
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P =F>={p,q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM M| pM C M2 M

M
M(x) = |x| pM = {(my, mz)[my < mp} {(m17m2)|m1 < mp}

@ formule 3x p(f(x), x)

» Ix p(f(x), x) est « vraie » ssi la formule p(f(x), x) est vraie pour au
moins une valeur possible de x

[3x p(F(x), X)W = 3 ey [PCF(X), X)W
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P = F» = {p.q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM M) pM C M2 MM
M) =|x| P = {(my, mp)|my < my} = {(m17m2)|m1 < My}
@ formule 3x p(f(x), x)

» Ix p(f(x), x) est « vraie » ssi la formule p(f(x), x) est vraie pour au
moins une valeur possible de x
» valeurs possibles pour x avec la structure M : -2, —-1,1,2

[3x p(F(x), X)W = 3 ey [PCF(X), X)W
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P =F>={p,q}

@ structure M de domaine M| = {-2, —1,1,2}
MM M| pM C M2 MM
Mo =1Ix] P = {(mi, mo)|my < mp} = {(m17m2)|m1 < mg}

@ formule 3x p(f(x), x)

» Ix p(f(x), x) est « vraie » ssi la formule p(f(x), x) est vraie pour au
moins une valeur possible de x
» valeurs possibles pour x avec la structure M : -2, —-1,1,2

[E|Xp(f( ) ) Eme\w [p(f(X) X)]v[x<—m]
= [p(f(X), )]v[x<— -2] + [p(f(X) X)]v[x<— 1] + [p(f(X) X)]v[x<—1] + [p(f(x)7x)]l\yl[x<—2]
= 0+4+0+1+1=1
lorsque m € |M| est positif, ona |[m| < m
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P = F» = {p.q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM — M| pM C M2 Q M
M) =|x| P = {(my, mp)|my < my} = {(m17m2)|m1 < My}
@ formule 3x q(f(x), x)

» Ix q(f(x), x) est « vraie » ssi la formule g(f(x), x) est vraie pour au
moins une valeur possible de x
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P =F>={p,q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM M| pM C M2 M

M
M(x) = |x| pM = {(my, mz)[my < mp} {(m17m2)|m1 < mp}

@ formule 3x q(f(x), x)
» Ix q(f(x), x) est « vraie » ssi la formule g(f(x), x) est vraie pour au

moins une valeur possible de x

[Bx qUF(x), O = X e [ACFX) X)Wy
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P = F» = {p.q}
@ structure M de domaine |M| = {-2, —1,1,2}
MM — M| pM C M2 Q M
M) =|x| P = {(my, mp)|my < my} = {(m17m2)|m1 < My}
@ formule 3x q(f(x), x)

» Ix q(f(x), x) est « vraie » ssi la formule g(f(x), x) est vraie pour au
moins une valeur possible de x
» valeurs possibles pour x avec la structure M : —2, —1,1,2

[EX q(f(x)7x) |\\/’I = Zme|M| [q(f(x)vx)]lv\/n[xem]
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Interprétation des quantificateurs : exemples

@ langage logique : F = Fy = {f}, P =F>={p,q}

@ structure M de domaine M| = {-2, —1,1,2}
MM M| pM C M2 MM
Mo =1Ix] P = {(mi, mo)|my < mp} = {(m17m2)|m1 < mg}

@ formule 3x q(f(x), x)

» Ix q(f(x), x) est « vraie » ssi la formule g(f(x), x) est vraie pour au
moins une valeur possible de x
» valeurs possibles pour x avec la structure M : —2, —1,1,2

[Bx q(f(x), IV = 3y [ACFC0), )y
= [q(F(x), X)Wz + [QCF(), )1y + [QCFOO), X)Wty + [A(FOO), X)Wz
= 0+040+0=0
pour chaque m e |M|,ona |m| £ m
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Interprétation des formules : exemple

vx 3y r(x, f(y))
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Interprétation des formules : exemple

vx 3y r(x, f(y))

structure
M,
domaine
N
interprétation
des fonctions
M. NN
ne—n+1
interprétation
des prédicats
™M CNxN
{(n1, me) [ m > na}
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Interprétation des formules : exemple

vx 3y r(x, f(y))

structure
M,
domaine
N
interprétation
des fonctions
M. NN
ne—n+1
interprétation
des prédicats
™M CNxN
{(n1, me) [ m > na}
Vx3yx>y+1
« faux »
(x=0)
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Interprétation des formules : exemple

vx 3y r(x, f(y))

structure
M, M.
domaine
N Z
interprétation
des fonctions
M. NN M.7 57
n—n-+1 n—n+1
interprétation
des prédicats
™M CNxN ™M C7Zx7Z
{(m,n2) | m >nm} | {(m,n2) | nm > no}
Vx3dyx >y +1
« faux »
(x=0)
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Interprétation des formules : exemple

vx 3y r(x, f(y))

structure
M, M.
domaine
N Z
interprétation
des fonctions
M. NN M.7 57
n—n-+1 n—n+1
interprétation
des prédicats
™M CNxN ™M C7Zx7Z
{(m,n2) | m >nm} | {(m,n2) | nm > no}
Vx3dyx >y +1 Vx3dyx >y +1
« faux » «vrai »
(x=0) (y=x-2)
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Interprétation des formules : exemple

vx 3y r(x, f(y))

structure
M, M, M;
domaine
N Z N
interprétation
des fonctions
M. NN M.z 7 M NN
n—n+1 n—n+1 n—n
interprétation
des prédicats
™MCNxN ™M C7Zx7Z ™s C N x N
{(n1,m2) [ m = e} | {(m,n2) | 1 > na} | {(n1,me) | m > e}
VYx3yx>y+1 Vx3yx>y+1
« faux » «vrai »
(x=0) (y=x-2)
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Interprétation des formules : exemple

vx 3y r(x, f(y))

structure
M, M, M;
domaine
N Z N
interprétation
des fonctions
M. NN M.z 7 M NN
n—n+1 n—n+1 n—n
interprétation
des prédicats
™MCNxN ™M C7Zx7Z ™s C N x N
{(n1,m2) [ m = e} | {(m,n2) | 1 > na} | {(n1, 1) | m > na}
VYx3yx>y+1 Vx3yx>y+1 Vx3dyx >y
« faux » «vrai » « vrai »
(x=0) (y=x-2) (v =x)
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Interprétation des formules : exemple

vx 3y r(x, f(y))

structure
M, M, M; M,
domaine
N Z N N
interprétation
des fonctions
M. NN M.z 7 M NN M NN
ne—n+1 n—n+1 n—n n—n+1
interprétation
des prédicats
™M CNxN M C7Zx7Z ™s C N x N ™M CINxIN
{(n,me) [ m = e} | {(m,n2) | n1 > na} | {(m1,me) [ m = ne} | {(m,n2) | ni < na}
Vx3yx>y+1 Vx3yx>y+1 Vx3dyx >y
« faux » «vrai » « vrai »
(x=0) (y=x-2) (v =x)

Cours 5 Interprétation : variables et quantificateurs

Logique — Licence Informatique, Sorbonne Université

8/14



Interprétation des formules : exemple

vx 3y r(x, f(y))

structure
M, M, M; M,
domaine
N Z N N
interprétation
des fonctions
M. NN M.z 7 M NN M NN
ne—n+1 n—n+1 n—n n—n+1
interprétation
des prédicats
™M CNxN M C7Zx7Z ™s C N x N ™M CINxIN
{(n,nme) [ m = e} | {(m,n2) | n1 > na} | {(n1,me) [ m = ne} | {(m,n2) | ni < na}
Vx3dyx >y +1 Vx3dyx >y +1 Vx3dyx>y VYx3dyx <y+1
« faux » «vrai » « vrai » « vrai »
(x=0) (y=x-2) (v =x) (v =x)
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-
Interprétation des formules de F(X, F,P)

@ interprétation [vx F]M de Vx F
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-
Interprétation des formules de F(X, F,P)

@ interprétation [vx F]M de Vx F

> expression booléenne : T [FIl,.
me M|
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-
Interprétation des formules de F(X, F,P)

@ interprétation [vx F]M de Vx F

> expression booléenne : [] [Fy,.
me M|

» s’évalue a 1 si et seulement si pour chaque valeur m € |M|

I'expression [F]M s’évalue a 1
v[x<—m]
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____________________________________
Interprétation des formules de F(X, F,P)

@ interprétation [vx F]M de Vx F

> expression booléenne : T [FIl,.
me M|

» s’évalue a 1 si et seulement si pour chaque valeur m € |M|
) : M ) 4 P
Iexpression [F]i,. . s’évalue a 1
» s’évalue a 0 si et seulement si pour au moins une valeur m € |M|

lexpression [F],. ,; s'évalue a0
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____________________________________
Interprétation des formules de F(X, F,P)

@ interprétation [vx F]M de Vx F

> expression booléenne : T [FIl,.
me M|

» s’évalue a 1 si et seulement si pour chaque valeur m € |M|
) : M ) 4 P
Iexpression [F]i,. . s’évalue a 1
» s’évalue a 0 si et seulement si pour au moins une valeur m € |M|

lexpression [F],. ,; s'évalue a0

@ interprétation [3x F]M de 3x F
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____________________________________
Interprétation des formules de F(X, F,P)

@ interprétation [vx F]M de Vx F

> expression booléenne : T [FIl,.
me M|

» s’évalue a 1 si et seulement si pour chaque valeur m € |M|
) : M ) 4 P
Iexpression [F]i,. . s’évalue a 1
» s’évalue a 0 si et seulement si pour au moins une valeur m € |M|

lexpression [F],. ,; s'évalue a0

@ interprétation [3x F]M de 3x F

M
v[x+m]

» expression booléenne : > [F]
meM|
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____________________________________
Interprétation des formules de F(X, F,P)

@ interprétation [vx F]M de Vx F

> expression booléenne : [] [FIM, .
melM|

» s’évalue a 1 si et seulement si pour chaque valeur m € |M|
5 . M y 7z by
Iexpression [F]i,. . s’évalue a 1
» s’évalue a 0 si et seulement si pour au moins une valeur m € |M|

lexpression [F],. ,; s'évalue a0

@ interprétation [3x F]M de 3x F

> expression booléenne : 3 [FIl,.
me M|

» s’évalue & 1 si et seulement si pour au moins une valeur m € |M|
) . M ’ £ b
Iexpression [F]i, . ., s'évalue a 1
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____________________________________
Interprétation des formules de F(X, F,P)

@ interprétation [vx F]M de Vx F

> expression booléenne : T [FIl,.
me|M|
» s’évalue a 1 si et seulement si pour chaque valeur m € |M|
N . M y 7 Y
Iexpression [F]i,. . s’évalue a 1
» s’évalue & 0 si et seulement si pour au moins une valeur m < |M|
’ . M y 7 by
I'expression [F]y,, ., s'évalue a0

@ interprétation [3x F]M de 3x F

> expression booléenne : 3 [FIl,.
me|M|

» s’évalue & 1 si et seulement si pour au moins une valeur m € |M|
y . M y 2 By
Iexpression [F]i, . ., s'évalue a 1

» s’évalue a 0 si et seulement si pour chaque valeur m € |M|
] . M )z N
Iexpression [F]i,. ) s’évalue a0
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Interprétation des formules : [ M : F(X, F,P) — B

[true] = 1 [false]M =
i Mo M
[p(n‘... tn)]M :IM,v(p(th"' 7tn)) — { 2) z:n(()[r?]vv a[tn]v) ep

[-FIY = [FIY [Fi A Pl = [F]V - [Fa]Y
[Fiv R =R +IRE (A= R =R + (R
[vx FI! = H [F]v[x<—m]

me
ssi [F]V,«_m] = 1 pour chaque élément m € |M|
ssi [F] = 0 pour au moins un élément m < |M|

Vix<—m] —

[HX F:H\/II = E [F]v[)((—m]

me

B 1 ssi [F]N{)(Hn] 1 pour au moins un élément m < |M|
0 ssi[F] 0 pour chaque élément m € |M|

Vix<—m] —
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Interprétation des formules

@ la valuation v sert uniquement a déterminer la valeur des variables
libres de F lors du calcul de [F]™
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Interprétation des formules

@ la valuation v sert uniquement a déterminer la valeur des variables
libres de F lors du calcul de [F]™

» exemple :Yx p(x,y) (Free(Vx p(x,y)) = {y})

structure M de domaine M| = {-2,—-1,1,2}
pPMC M2 oM = {(my, mp)[my < mp}
valuation v telle que v(x) = -1 et v(y)=2
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Interprétation des formules

@ la valuation v sert uniquement a déterminer la valeur des variables
libres de F lors du calcul de [F]™

» exemple :Yx p(x,y) (Free(Vx p(x,y)) = {y})

structure M de domaine M| = {-2,—-1,1,2}
pPMC M2 oM = {(my, mp)[my < mp}
valuation v telle que v(x) = -1 et v(y)=2

[Vx p(x7y)]l‘\/ll = Hme\M| [p(x, y)]!\/n[xem]
= [p(Xv y)]?/n[x<——2] ’ [p(xvy)]?/ll[ﬂ——ﬂ ’ [p(X7 y)]!\/n[x<—1] ’ [p(va)]“vn[x<—2]
— 1111 =1
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Interprétation des formules

@ la valuation v sert uniquement a déterminer la valeur des variables
libres de F lors du calcul de [F]™

» exemple :Yx p(x,y) (Free(Vx p(x,y)) = {y})

structure M de domaine M| = {-2,—-1,1,2}
pPMC M2 oM = {(my, mp)[my < mp}
valuation v telle que v(x) = -1 et v(y)=2

[Vx p(x7y)]l‘\/ll = Hme\M\ [p(x, y)]!\/n[xem]
= [p(Xv y)]?/n[x<——2] ’ [p(xvy)]?/ﬂ[xe—ﬂ ’ [p(Xv y)]!\/n[x<—1] ’ [p(va)]“vn[x<—2]
- 1.111=1
[p(X7y)]nvn[x<—m] = 1

ssi ([X]z\/n[xemp [y]?/ﬂ[xem]) = (V[X — m](x)7 V[X — m](y)) = (m’ V(y)) ep
ssi m<v(y)
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Interprétation des formules

@ la valuation v sert uniquement a déterminer la valeur des variables
libres de F lors du calcul de [F]™

@ [F]M ne dépend pas des valeurs associées par v aux variables
n’appartenant pas a Free(F)
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Interprétation des formules

@ la valuation v sert uniquement a déterminer la valeur des variables
libres de F lors du calcul de [F]™

@ [F]M ne dépend pas des valeurs associées par v aux variables
n’appartenant pas a Free(F)

> si x ¢ Free(F), alors [F]! = [F]}},. ,; (pour tout m € |M])
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Interprétation des formules

@ la valuation v sert uniquement a déterminer la valeur des variables
libres de F lors du calcul de [F]™

@ [F]M ne dépend pas des valeurs associées par v aux variables
n’appartenant pas a Free(F)

> si x ¢ Free(F), alors [F]! = [F]}},. ,; (pour tout m € |M])

@ si F est une formule close, [F]™ ne dépend pas de v
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Modeéles — Formules valides

@ une structure M satisfait une formule F ssi [F']M = 1 ol F’ est la
cléture universelle de F (et v est une valuation quelconque).

» M est un modeéle de F
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Modéles — Formules valides

@ une structure M satisfait une formule F ssi [F']M = 1 ol F’ est la
cléture universelle de F (et v est une valuation quelconque).

» M est un modeéle de F

@ une formule insatisfiable est une formule qui n’admet pas de modeéle.
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Modeles — Formules valides

@ une structure M satisfait une formule F ssi [F']M = 1 ol F’ est la
cléture universelle de F (et v est une valuation quelconque).

» M est un modeéle de F
@ une formule insatisfiable est une formule qui n"admet pas de modéle.

@ une formule F est valide ssi elle est satisfaite par toutes les structures
du langage défini par 7 U P.
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Modeles — Formules valides

@ une structure M satisfait une formule F ssi [F']M = 1 ol F’ est la
cléture universelle de F (et v est une valuation quelconque).

» M est un modeéle de F
@ une formule insatisfiable est une formule qui n"admet pas de modéle.

@ une formule F est valide ssi elle est satisfaite par toutes les structures
du langage défini par 7 U P.

» F est valide ssi —F est insatisfiable.
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Modeles — Formules valides

@ une structure M satisfait une formule F ssi [F']M = 1 ol F’ est la
cléture universelle de F (et v est une valuation quelconque).

» M est un modeéle de F
@ une formule insatisfiable est une formule qui n"admet pas de modéle.

@ une formule F est valide ssi elle est satisfaite par toutes les structures
du langage défini par 7 U P.
» impossible d’énumérer toutes les structures M : déterminer si F est
valide est un probléme indécidable
* il n’existe pas d’algorithme qui détermine si F est valide
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Conséquences — Formules équivalentes

@ F, = F; :laformule Fy est une conséquence de la formule F, ssi pour
toute structure M et toute valuation v, si [F]M = 1, alors [F]M = 1
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Conséquences — Formules équivalentes

@ F, = F; :laformule Fy est une conséquence de la formule F, ssi pour
toute structure M et toute valuation v, si [F]M = 1, alors [F]M = 1

» {Fy,---,Fy} E F :laformule F est une conséquence de
'ensemble de formules {Fy,-- -, F,} ssi pour toute structure M et
toute valuation v, si [F A --- A Fp]! =1, alors [F])! = 1.
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Conséquences — Formules équivalentes

@ F, = F; :laformule Fy est une conséquence de la formule F, ssi pour
toute structure M et toute valuation v, si [F]M = 1, alors [F]M = 1

» {Fy,---,Fy} E F :laformule F est une conséquence de
'ensemble de formules {Fy,-- -, F,} ssi pour toute structure M et
toute valuation v, si [F; A --- A Fp]M =1, alors [F]M = 1.

» F> = Fq ssi F, = Fy estvalide
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Conséquences — Formules équivalentes

@ F, = F; :laformule Fy est une conséquence de la formule F, ssi pour
toute structure M et toute valuation v, si [F]M = 1, alors [F]M = 1

» {F,---,Fy} E F :laformule F est une conséquence de
'ensemble de formules {Fy,-- -, F,} ssi pour toute structure M et
toute valuation v, si [F; A --- A Fp]M =1, alors [F]M = 1.

» F> = Fq ssi F, = Fy estvalide

» {F,F,--- ,Fa} EFssi(FFAFaA--- A Fp) = F estvalide
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Conséquences — Formules équivalentes

@ F, = F; :laformule Fy est une conséquence de la formule F, ssi pour
toute structure M et toute valuation v, si [F,]M = 1, alors [F]M = 1

» {F,---,Fy} E F :laformule F est une conséquence de
'ensemble de formules {Fy,-- -, F,} ssi pour toute structure M et
toute valuation v, si [F; A --- A Fp]M =1, alors [F]M = 1.

» F> = Fq ssi F, = Fy estvalide

» {F,F,--- ,Fa} EFssi(FFAFaA--- A Fp) = F estvalide

@ Fi 5 F, :lesformules F; et F» sont équivalentes ssi pour toute structure
M et toute valuation v, [F{]™ = [F]M
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Conséquences — Formules équivalentes

@ F, = F; :laformule Fy est une conséquence de la formule F, ssi pour
toute structure M et toute valuation v, si [F,]M = 1, alors [F]M = 1

» {F,---,Fy} E F :laformule F est une conséquence de
'ensemble de formules {Fy,-- -, F,} ssi pour toute structure M et
toute valuation v, si [F; A --- A Fp]M =1, alors [F]M = 1.

» F> = Fq ssi F, = Fy estvalide

» {F,F,--- ,Fa} EFssi(FFAFaA--- A Fp) = F estvalide

@ Fi 5 F, :lesformules F; et F» sont équivalentes ssi pour toute structure
M et toute valuation v, [F{]™ = [F]M

» K estune relation d’équivalence (relation réflexive, symétrique et
transitive)
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Conséquences — Formules équivalentes

@ F, = F; :laformule Fy est une conséquence de la formule F, ssi pour
toute structure M et toute valuation v, si [F,]M = 1, alors [F]M = 1

» {F,---,Fy} E F :laformule F est une conséquence de
'ensemble de formules {Fy,-- -, F,} ssi pour toute structure M et
toute valuation v, si [F; A --- A Fp]M =1, alors [F]M = 1.

» F> = Fq ssi F, = Fy estvalide

» {F,F2,--- ,F} E Fssi(Fi AFaN--- A Fp) = F estvalide

@ Fi 5 F, :lesformules F; et F» sont équivalentes ssi pour toute structure
M et toute valuation v, [F{]™ = [F]M

» K estune relation d’équivalence (relation réflexive, symétrique et
transitive)
> F‘]'E'FQSSiFQ':F‘] et A ':Fg
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-
Validité/Complétude de la Déduction Naturelle
F.Fi,- Fo € F(X,F,P)

@ Validiteé : si F est prouvable a partir des hypothéses F;,--- , Fp, alors
{F17"' 7Fn} ':F
@ Complétude :si {Fy, -, F,} E F alors F est prouvable a partir des

hypothéses Fi,--- , Fp
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