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Chapitre I - Eléments de Mécanigue Rationnelle

1. Eléments de Mécanique Rationnelle
et leur Application

aux Systéemes Mécaniques

i.1
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1.1 Introduction

1’étude de la mécanique classique repose sur les trois lois régissant le mouvement énoncées par Newton et

ies hypothéses associées sur Uexistence d’un espace et d'un temps absolus. De plus, dans les problémes pour
lesquels les effets de gravitation jouent un rdle important, la loi de Newton sur la graviiation universelle est
adoptée.

L’objet de ce chapitre est de rappeler comment on peut prédire évolution dans le temps d’un systéme
mécanique 3 partir de la connaissance des conditions initiales et des forces en jeu, ou encore, le mouvement
du systéme étant connu, de déterminer les forces qui 'engendrent.

D’un point de vue formel, la mécanique classique peut étre abordée de denx maniéres :
a la maniére vectorielle, utilisée par Newton, qui se base sur les quantités vectorielles de force et
d’accélération ;
® la méthode analytique, due essentiellement & Lagrange, dans laquelle on utilise les quantités scalaires
de travail et d’énergie.

L’approche vectorielle est plus physique et s’avére généralement mieux adaptée au traitement de systémes
dissipatifs. I approche analytique est plus systématique ef, en plus de permettre le développement de
résuliats généraux trés importants, simplifie congidérablement 1'étape de mise en équation d’un probléme.

Nous allons rappeler briévement ces deux approches ainsi que les éléments de cinématique nécessaires a leur
application,

Un certain nombre d’applications relatives & Ia dynamique des systémes mécaniques sont traitées ensuite de
maniére & illustrer les concepts fondamentaux qui sont repris dans ce chapitre.

1.2 Les lois {fondamentales de la dynamique

1.2.1 Les lois du mouvement
Premiére loi du mouvement (loi de Pinertie)

Un corps qui ne subit 1’action d’aucune force extérieure reste au repos ou est animé d’un mouvement rectiligne
uniforme.On définit inertie du corps comme étant la propriété selon lagquelle une force est nécessaire pour
modifier son mouvement. La masse inertielle est la mesure numérique d’inertie. (Xest une quantité scalaire®.

Pour étudier le mouvement d’un systéme mécanigue, il est nécessaire de définir un systéme d’axes de
référence, supposé rigide, relativement augquel on mesure le déplacement, la vitesse et Paccélération du
corps. La loi de Uinertie introduit d™une fagon immédiate une classification des repéres possibles en deux
catégories.

Repéres inertiels

Supposons gue la Jot de Uinertie soit valide dans un repére S : elle I reste nécessairement dans un repére
en mouvement uniforme par rapport & S. De tels repéres, dans lesquels la loi de 'inertie reste valide,
sont appelés repéres inertiels. Il en existe une infinité. Tes régles de transformation selon lesquelles des
observations relatives & deux repéres inertiels différents peuvent é&tre corrélées sont déduites de la seconde
1oi de }a mécanique.

* Nous convenons de représenter toute quantité scalaire par une lettre en italique et toute quantité vectorielle par
une lettre grasse.
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Repéres non tnertiels

Tout repére soumis & une accélération par rapport & un repére Inertiel est un repére non inertiel.
Deuxisme loi du mouvement (loi de la quantité de mouvement)

Dans un repére inertiel, la variation de gquantité de mouvement d’un corps est égale a la force agissant sur
Ini. La quantité de mouvement est définie par le produit de la masse inertielle m du corps et de sa vitesse
v. C’est done nune quantité vectorielle.

La loi de la quantité de mouvement exprime que la dérivée totale par rapport au temps * de la quantité de
mouvernient est égale a la force résultante appliquée au corps

%(mv) =F (1.2.1)

Dans tous les cas oll la masse m est constante, on la rééerit en fonction de Paccélération
b

ma=F (1.2.2)

Troisiéme loi du mouvement (loi de Paction et de la réaction)

La force avec laguelle une masse my agil sur une masse m; est égale et opposée en direction & la force que
m; ezerce sur m;. De plus, la loi de la gravitetion universelle stipule que la force d’attraction entre deuz
corps est proportionnelle au produil des masses ef inversement proporitonnelle au carré de leur distance.

1.2,2 Lois de changement de repére
Transformation galiléenne

51 une masse en mouvement est repérée dans des repéres S; et S5 par les vecteurs rq et rg, et s1 51 et S
sont animés d’une vitesse uniforme relative v, 1l vient

rp=r3+vig+c¢

1.2.3
t1 =t -d ( )

oll {1 et {2 représentent le temps mesuré dans les deux repéres et ot ¢ et d sont des constantes dépendant
simplement du choix de 'origine. La transformation (1.2.3), qui conserve visiblernent I’accélération, est une
transformation galiléenne.

Transformation d*un repére inertiel en um repére non inertiel

Les régles de transformation sont dans ce cas plus compligquées. Leur dérivation est grandement facilitée par
I'application du théoréme suivant.

Sort un repére 57 qni posséde, par rapporh & un repére S, une vitesse angulaire relative w autour de leur
origine commune. Le taux de variation d’un vecteur quelconque b, mesuré dans S, s’exprime en fonction de
la méme quantité mesurée dans Sy par la formule®

(3.,

En particulier, si.5 est un repére inertiel et S, un repére en rotation relative par rapport 4 lui, par substitution
dans (1.2.4) du vecteur position dans S, on obtient le résultat

Ivabs = Vel + &2 XFI (1.2.5)

* la dérivée totale par rapport au temps est notée 4.

* I'opération a X b exprime le produit vectoriel entre les vecteurs a et b.
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ol Vabs est la vitesse absolue mesurée dans S
Vg =P la vitesse relative & 85
WxXr la vitesse d’entrainement pour un point rigidement fixé dans 5

Pour calculer ’accélération, on applique une seconde fois la loi de transformation (1.2.4).

On obtient
Blahs = Arel + & X (LQ X][")-i-{,;? X T+ 22 X Vgl (1.2.5)

On la dissocie habituellement en trois parties

Bghs = Brep F Aenz T Agor (127)
ou le terme
d
Brep = Evrel (1.2.8)
est Paccélération relative, le terme
!acor = 2 X Vel E (129)

est Paccélération de Coriolis et ol le terme d’entrainement comprend les terimes complémentaires

Bant = WX (WXE)+WXE (1.2.10)

Il résulte de (1.2.7) que dans un repére non inertiel, la seconde loi de la mécanique a pour expression

M Aol = F — M 8por — M Bent {1.2.11)

51 de plus, 57 est en tramslation non uniforme par rapport & S avec une vitesse vy et une accélération ag,
Véquation (1.2.5) est remplacée par la forme plus générale

| Vats = Vot Vet + W X T (1.2.12)

et de méme

i Agps = A0 T Arel + Gent + Beor E (1213)

En pratique, la décision de ce gui constitue un repére inertiel dépend de la précision dans Panalyse. Dans
beaucoup de cas, un repére attaché rigidement & la surface terrestre est suffisant, méme si un tel repére est
manifestement, non inertiel.

1.2.3 Application & la description du mouvement relatif d’un corps rigide

En dynamique des constructions mécaniques, une application fondamentale des relations (1.2.12) et (1.2.13)
concerne la description du mouvement relatif dans les mécanismes.

Considérons le cas d’un élément rigide de mécantsme (fig. 1.2.1) dont nous connaissons la viiesse d'un point
A, v, et la vitesse de rotation w autour de ce point. On peut en déduire la vitesse d™un point quelcongue
B comme suit.

Soit § un repére inertiel et S; un repére entrainé par 1’élément de mécanisme rigide d’origine A. Pour calculer
la vitesse v du point B, nous pouvons appliquer directement la relation (1.2.12) avec

Vo=V4y

T=r4p=¥p—Tryg

en tenant compte de l'indéformabilité de 1’élément

d
Vrel = EE(I'AB) =0
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figure 1.2.1
cinématique du corps rigide

On obtient ainsi ’expression de la vitesse du point B a partir de celle du point A

Vg = vy +WX (K‘B - I‘A) (1214)
De méme, on peut calculer accélération du point B par application directe de la relation (1.2.13} de calcul

des accélérations & condition de supposer également conues 'accélération du point A, a,, et Vaccélération
angulaire « autour de ce point. On note que

ag = ag

2
Brel = "é't_z(K'AB) =10

Meor = 20 X Vrg =0

ce qui fournit Pexpression

aB:aA'-I-LL’X(rB—I‘A)-I-wX[L{JX(!‘B—I‘A)] (1.2.15)
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Exemple 1

vd

figure 1.2.2
cinématique d’un mécanisme spotfial

Considérons le mécanisme de la figure 1.2.2. Deux barres sont astreintes par des coulisseaux A se déplacer
parallélement aux axes Oz et Oy. Leur distance d reste constante. Leurs extrémités A et B sont connectées
au moyen de joints sphériques aux extrémités d une bielle rigide AB de longueur £. A l'instant considéré, le
point A est & la hauteur s.

Calcul des vitesses

Connaissant la vitesse du point A, on peut déduire celle de B comme suit. La direction des vecteurs v, et
vy étant connue, on peut écrire

va=uvg k et vg =Ug ] (1.2.16)
A Dinsiant considéré, les points A et B ont pour position
ra=s5k et rg=ditp] (1.2.17)

avec
o= E2 5% — 2

On peut d’autre part calculer la vitesse du point B par la relation

VB =VaA+ W XT4n (1.2.14}
Par multiplication par le vecteur r4p5, on en déduit

(v —va).rap =0

soit explicitement

vp ptvg s=0
D’ol Pamplitude de la vitesse du point B
_ VAS
vg = T (1.2.18}

On peut ensuite calculer la vitesse de rotation de la barre w en notant que celle-ci est composée d’une
composante de rotation autour de son axe propre qui reste indéterminée et que 'on peut done supposer nulle
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(en effet, elle ne contribue pas an mouvement d’ensemble) et d’une composante orthogonale A la barre et au
vecteur vitesse relatif. On I'obtient en multipliant vectoriellernent ’équation {1.2.14) par rup

rap X (VB —VvA)=¥ap X W XTaB {1.2.19)
On développe ensuite le double produit vectoriel
CAR X W X¥AR =W rip —rap (W . Tap) (1.2.20)
et on note que la deuxidme composante de (1.2.20) est nulle en vertu de ’hypothése ¢i-dessus. Dot
TAB X W X ¥ap = Wi (1.2.21)

Par substitution dans (1.2.19) on obtient le résultat

1
W= EEAB X (VB —V4) (1.2.22)

que 1’on peut encore expliciter sous la forme
1 &+ pi — sk . X
w_ﬁ( i+ pj — sk) x (ve] — vak)
_Yar o 2 _ g2
_19_22-[de — sdk — (£* — d*)i]

Caleul des accélérations
Pour calculer 'accélération en translation ap et celle en rotation w, on part de la relation
ap =a4 +WXIryp+WX(WXTsp) {1.2.23)

En notant que
as =10 ef ap = ag J

et en formant le produit scalaire
(aB —aA) ‘Pap =W X (w X rAB) "EAB

on obtient donc amplitude d’accélération du peint B
ag = 11—)[(4) x{Wwxrap)-rap] (1.2.24)
De la méme maniére, on calcule Paccélération angulaive w en remettant (1.2.23) sous la forme
WXrap = (ap —84)— WX {W XT48)
et en multipliant vectoriellement par rap

((AJ X I'AB) X Iap = —Lbfz = (aB —aA) Xrap — WX (w X 1‘,43) X TAB

On note que le dernier terme s’annule en tenant compte de (1.2.20), de telle sorte que Paccélération angulaire
A POUT eXpression

. 1
W= EErAB X ap (1225)

et peut étre mise sous la forme finale

W= Eag[dk+31]
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Exemple 2

figure 1.2.8
cnématique d’un joind universel

Ce second exernple met en évidence le fait qu'une approche géométrique plus directe peut souvent &tre mise
en oeuvre pour étudier la cinédmatique d’un mécanisme particulier sans recourir exphcitement au formalisme
que nous venons de décrire.

Considérons le joint universel de la figure (1.2.3a) qui fournit un moyen de connecter deux arbres & axes non
paralléles mais concourants, formant entre eux un angle 8. La croix AA’OBB’ est articulée aux arbres 1
et 2 autour des axes AA’ et BB’ respectivement. Pour déterminer la relation entre vitesses d’entrée et de
sortie 1 et 2, on définit les vecteurs unitaires de la figure (1.2.3b). i et J sont supportés par les axes des deux
atbres, m est la normale commune et m est la perpendiculaire & j dans le plan des deux axes. Il en résulte
que m.n = 0.

Si Parbre 1 est tourné d’un angle & 4 partir de la configuration de référence représentée et donne lien &
une rotation ¢ de P’arbre 2, on caleule successivement

OA=r=ncosf+ixnsinf

OB=ry=mcosgd+Jx msing

Dans toutes les configurations, ry et ro restent perpendiculaires, de telle sorte que
r.rp = (ncosf +ixnsing).(meosg+j x mmsing) =0

Notant que
mxj=n et {ixm) . m=+4cosf

on obtient la relation géomeétrique entre angles d’entrée et de sortie
cosfsing — cos Bsinfcosg =0

goit
tan¢ = cos S tand (1.2.26)

Par différentiation, on calcule successivernent

1 . cosf .

cos? ¢ cos?d
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et par substitution de N
vy =1+tan’ ¢ =1+ cos® Btan? @
on obtient
wy cos B
Wy = w——F5 5
1 —sin” #sin”

De la méme maniére, par une seconde dérivation temporelle, on peut calculer Paccélération angulaire

(1.2.27)

_ wisin® Beos Bsin20
~ (1 —sin® @sin )2

g (1.2.28)

Pldy

ok g e - o =

g
025

figure 1.2.4
cinématigue d’un joint universel - § = 15°
wy el we pour vitesse d’entrée wy unitaire

On constate que, & moins que 2 ne soit petit, I'utilisation du joint universel peut donner lieu en sortie &
des variations de vitesse et d’accélération génantes pour un mouvement d’entrée & vitesse angulaire constante.
La figure (1.2.4) illustre cette situation pour un joint universel dont le mésalignement est de 15°. Cet effet
peut aisément étre compensé par la connexion de deux joints universels en série.

Remarque

La procédure algébrique que nous avons suivie dans cet exemple pour établir les relations cinématiques du
systéme consiste & écrire une relation cinématique entre déplacements a 'entrée et & la sortie du systéine et
a effectuer ensuite sa dérivation temporelle. Une telle procédure peut étre adoptée pour 1’étude cindmatique
de nombrenx systémes, sans devoir recourir au formalisme général que nous avons décrit plus haut.

1.3 La dynamique d’un systéme de points matériels

Le probléme de la localisation d’un systéme mécanique dans Iespace implique la détermination d’un
certain nombre de variables en fonction du temps. Ce nombre, qui ne peut &tre réduit 4 moins d’imposer des
contraintes supplémentaires, est une caractéristique fondamentale du systéme : ’est son nombre de degrés
de liberté.

Par exemple, le point matériel libre de se mouvoir dans 'espace posséde 3 degrés de liberté. Le systéme de
deux points matériels sujet & la contrainte de distance invariable comporte 5 degrés de liberté.

Considérons un systéme de n points matériels de masse m; (i = 1, ...,n) et soit r; le rayon vecteur de chacun
d’eux. La force agissant sur m; est de la forme

"
Fi=F{+ Y Fy {1.3.1)
i=1

ou P} représente la résultante des forces extérieures, et Fy; représente la force exercée sur la masse m; par
la masse m; (force de liaison rigide ou élastique, effet de champ,...).
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3 Degrés de liberté

B Degrés de liberté

6 Deprés de liberté

figure 1.8.1
degrés de liberi€ d’un sysiéme de poinis maiériels

1.3.1 Mouvement du centre de masse

Le mouvement de la masse m; relativernent & un repére inertiel est régi par
kil
Fi=Ff+ > Fy=mv (1.3.2)
i=1

Pour Pensemble du systéme, on obtient par sommation
ZF;+ZZF,;;;22F§:EW£{’¢ (133)
i HE i i

la disparition du terme des forces de liaison résultant de ’application de la troisiéme loi du mouvement.
Définissons la résultante des forces extérieures

F=7 Ff (1.3.4)

et le rayon vecteur du centre de masse par

i
Mrc =% myy; (1.3.5)

gz=1

avec la masse totale du systeéme M = 3, m;. Il vient par dérivation de (1.3.5)

Mvo = miv; (1.3.6)
i=1

et par substitution de (1.3.4) et (1.3.6) dans (1.3.3)

F = Mic (1.3.7)

D’ot le résultat classique important :

le cenire de masse d’un systéme de particules se meul comme st la masse entiére du sysiéme y était concentrée
et que la résultanie des forces extérieures y élait appliguée.

Deux intégrales premiéres de I’équation (1.3.7) jouent un réle important :
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a. Variation de la quantité de mouvement

jftz Fdt= fl/f[VC(tg) — Vc(tl)] (}.38)

1

L’intégrale du membre de gauche est I'impulsion de o force extérieure. L'équation {1.3.8) montre que la
variation de la quantité de mouvement du centre de masse est égale a Pimpulsion de la force extérieure.

D’cu le théoréme

lo guaniité de mouvement du cenire de masse ou, ce qui revient au méme, celle du systéme complet est
constante st aucune résultante de force extérieure n'agit sur le sysiéme.

b. Variation de Pénergie cindtique

2
F dee = EM‘V?C} (1.3.9)

1

iy

t1

Le travail produit par la résultante des forces extéricures agissant au centre de masse est égal d la variation
d’énergie cindtique du centre de masse.

Dans le cas on la force dépend d’un potentiel V par la relation

1%
= 3.1
F Bro (1.3.10)
Péquation (1.3.9) devient I’équation de conservation de l’énergie totale
1 2
[§Mvé + v] =0 (1.3.11)
1

1.3.2 Energie cinétique d'un systéme

T’énergle cinétique totale d’un systéme est la somme des énergies cinétiques des masses individuelles.
Néanmoins, on peut souvent l’exprimer sous forme d’une somume qui rend le calcul de Uénergie cinétique
moins difficile.

L’énexgie cinétique des masses en mouvement relativement 3 Porigine du repére est

1 "
T = E:Zm,;si {1.3.12)

avec

8 =ro+1; (1313)

ou r; est le vecteur position de m; mesuré & partir du centre de masse C. D’ont la décomposition

1 . 1 . .
T = f2~ Eé mirzc + 5 Eé mir? + Ei myrire
avec, par définition du centre de masse

i:mz'r.g =0

i=1

et le résultat

1 2 1 5
7= Egm.grc + 3 2 m;r; (1.3.14)

D’ott le théoréme:

Uénergie cinétigue totale du systéme esf égale d Uénergie cinétique du cenire de masse augmentée de Pénergie
cinélique du mouvement reletivement au centre de masse.
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1.3.3 Quantité de mouvement angulaire

A chaque masse du systéme est associée la quantité de mouvement m; v; dont le moment antour du centre
O est vy x v, Par définition, la quantité de mouvement angulaire du systéme autour de O est

H(O) = Y w: X (m;v;) (1.3.15)

et 11 s’ensuit que
d dr;
E[H(O}] = gé r; X (mi—dt—z)

ce qui est équivalent 3

%[H(O)] =% rx (Ff +ZF,-j) (1.3.16)

i
Tenant compte de la disparition du terme associé aux forces internes en vertu de la loi de action et de la
réaction, 1l vient

2 (o)) = S x ¥t =M(O) (13.17)

olt M(O) est le couple des forces extérieures autour du point O,
Considérons ensuite un point A arbitraire de rayon vecteur a. Si p; est le rayon vecteur de m; relativement
a4 A, il vient
H(A) = Zpi X mg vy
i
= Z(r, — a) X m; vy (1318)
H

=H(O)—ax M v

d’olt
d d .
EE{H(A)] = E[H(O)] —axMve—ax Mag
=MO)—axMvg—axF
solt J
E[H(A)] =M(4)—ax M ve (1.3.19)
La validité du résultat plus simple
-%[H(A)] = M(4) (1.3.20)

sst assurée dans deux cas :
1) & =0, c’est-a-dire lorsque le point A est fixé relativemnent & 0 ;
2} sl a est paralléle & v, ¢'est-a-dire si le point A se meut parallélement au centre de masse,

Do

le taur de variation de lao gquantité de mouvement angulaire d’un point est égal au moment des forces
extérieures aulour de ce point pour auteni gue ce point soil inertiel se meuve parallélement auw centre de
masse ou soit le centre de masse.

On peut également calculer par rapport 4 A le moment de la quantité de mouvement relatif par rapport au
méme point
Hyu{d) =) pixmy (i&D
re : i i dt
13

= Zpi X My (L — a)
i

solt

Hea(A) =H(A) +ax ) mp; (1.3.21)
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Dans le cas ol le point A est le centre de masse du systéme, I’équation se réduit aun résultat intéressant

H,(C) = H(C) (1.3.22)

qui simplifie souvent considérablement le calcul de H(C).

1.4 Le mouvement d’un corps rigide

Un corps rigide est un systéme dynamigue qui, bien que consistant en un nombre important de points
matériels, posséde un petit nombre de degrés de liberté. La contrainie de rigidité réduit 4 6 le nombre de
degrés de liberté dans le cas le plus général, celui d’un corps libre de translation et de rotation dans P’espace.

Plutét que de considérer le corps rigide comme un systéme de points matériels, on procéde par intégration sur
le volume. Les 6 degrés de liberté impliquent ’écriture de 6 équations du mouvement pour la détermination
des six variables, Trois de ces équations décrivent le mouvemsnt du centre de masse ; ce sont les équations
(1.37). Les trois autres décrivent le mouvement de rotation autour du centre de masse et résultent de
considérations sur la quantité de mouvement angulaire. Soit ' la vitesse angulaire du corps rigide. Sa
gquantité de mouvement angulaire autour du centre de masse € est

H(C) = j;r X (W x )pdV (L4.1)

oll r est le rayon vecteur de I'élément de volume dV relativement & C. p est la masse du matérian par unité
de volume.

figure 1.4.1

Par développement du double produit vectoriel, on trouve
rx (W xr) = rw - r(r.w)
D’on Pexpression de la quantité de mouvemnent angulaire autour de ¢
H(C)=LC) w (1.4.2)

ou I(C) est le tenseur d’inertie autour du centre de gravité, qui a pour terme général

I;(C) = .lip[r%ij —rir;]dV (1.4.3)

Lorsque le corps est indéformable, les différents termes de (1.4.3) ne dépendent pas du mouvement. St I’on
se limite & ce cas, on peut en discuter les propriétés. Adoptons un systéme d’axes (z,y, z) orthogonal dont
Porigine est en . Si 'on utilise la notation matricielle

Iam _Ia:y —Ia:z
KCy= | —Ly Iy ~Iy

21 Iyz L.
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avec

Fi. :] p [y2+22] dV, Iyy :j 14 [-’32-!'2-'2] dv, I :] P [$2+y2] dV
v v v

Iwyzj[pwydv, Iyz:nyZdL: Ixz:[PdeV
v v v

il est clair que les éléments du tenseur symétrique du second ordre I sont les moments et produits d’inertie
usuels.

Si lon doit caleuler le moment d’inertie autour d’une ligne définie par un vecteur unitaire gquelcongue e, on
le calcule par
L.=¢"1e

Il est toujours possible de déterminer en ¢ un systéme d’axes orthogonaux tels gue le tenseur I soit réduit
4 la forme diagonale,

Retournant & Vanalyse du mouvement rotatoire, on s’apergoit que le tenseur d’inertie I est dépendant du
temps, & moins d’utiliser un systéme d’axes liés au corps et qui tourne donc avec lui. Soit donc &) le repére
lié au corps : pour la simplicité des écritures, supposons qu’il coincide avec les axes principaux d’inertie.
Dénotons d’autre part par 5 un repére d’orientation fixe dans 'espace, centré en (. Dans ce cas, tenant
compte de (1.2.4) et (1.3.20)

d
(%

et tenant compte de 'invariance des moments d’inertie par rapport au mouvement

H(O)]s = [%H(C)]sl +w x H(C) = M(C) (1.4.4)

IO &+ w x I(C)w = M(C) (1.4.5)

Puisque 'on admet que les axes sont tels que

Ie 0 0
o)=|0 1, o
) 0 I,

Le systéme (1.4.5) fournit les trois équations scalaires d’Fuler régissant le mouvement de rotation :

I"L‘x{":’x -+ (Izz - yy)ws.wz = Mz
Tyyy + (Ipe — Lz )w,we = My (1.4.6)
Izzd)z -+ (Iyy - za;)wa:wy = M,

Leur intégration dans le cas général est un probleme difficile et ne peut e plus souveni &ire réalisée que par
vole numérique. Il est intéressant de calculer également, en termes du tenseur d’inertie, Vénergie cinétique
associée au mouvement de rotation

T:lj’p(wxr)zdv
2y
1

:—]pw-rx(wxr)dv
2 v

Soit, par (1.4.1) et (1.4.2)

T = 5{.&?1 w (1.4.7)

’on le résultat

Uénergie cinétique associde au mouwvement de rolation est la forme quadratique du tenseur des inerties obfenue
& partir du vecteur des vitesses angulaires.
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Exemple 3

) .. . . 3 2 .. .
Soit une plague de moments principaux d’'inertie I; = -’1%— et I = -"% que 'on met en rotation a la vitesse

autour d’un axe faisant un angle avec axe principal d'inertie. Sa rotation induit aux psliers un couple que
I’on peut évaluer comme suit.

figure 1.4.2
Couple gyroscopigue sur plagque en rotation

Calculons les composantes du vecteur de rotation dans le repére lié & la plaque

wecos
W= | —wsinf

0

11 en résulte Ie vecteur de quantité de mouvement angulaire

L 0 ¢ w cos ¢ Liwcost
H=|0 L 0 —wsinf | = | =lwsin@
0 0 K 0 0

On calcule ensuite les moments autour du centre de gravité

Ay wecosf Hiwcos8 0
My | = | —wsind | x | -Lwsind | = 0
Mg 0 0 w?(I; — I) cos @ sin

Le couple résultant est donc un couple de basculement autour d’un axe perpendiculaire et d’intensité
My =wi(l - Iy)cosdsind

Son signe indique que le couple appliqué par le rotor sur ses paliers agit dans le sens des aiguilles d’une montre
et tend donc 4 ramener le rotor sur ’axe de rotation tant que Iy > Is. Ce couple d’origine gyroscopique
joue, comme on le verra, un réle fondamental dans le comportement des machines tournant 4 grande vitesse.

1.5 Dynamique analytique
La connaissance de la dépendance par rapport au temps des vecteurs positions r;(t) définissant la position
d’un systéme de points matériels relativement a un repére de référence peut étre obtenue indirectement &

parlir de la connaissance de certains paramétres ¢; (7 = 1,...m) si les relations

l',j:l'-,'(t]j,t) i:l,...n

(15.1)
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sont connues. Les paramsétres g; qui déterminent complétement la position du systéme dans Vespace sont
les coordonnées généralisées et sont en nombre égal au nombre de degrés de hberté. Tout choix de parametre
qui spécifie de fagon univoque la configuration du systéme est approprié. On distingue essentiellement deux
types de systémes mécaniques:

- les systémes holonomes, dans lesquels les Haisons existant enfre points matériels prennent la forme

flri, ) =0 (1.5.2)

et peuvent donc é&ire résclues de maniére explicite pour fournir la position des différents points du
systéme a partir de coordonnées généralisées que ’on peut varier de fagon indépendante, sans violation
des Haisons;

- les systémes non holonomes, dans lesquels les coordonnées ne peuvent étre variées de facon indépendante
mais doivent vérifier des liaisons non intégrables a priori. Les liaisons s’expriment alors sous forme
différentielle

S e dggtbpdi=0  k=1,..s (1.5.3)

K

Dans le cas le plus général, les cocficients aj; et b; peuvent dépendre des ¢; et de ¢. Si le temps apparait
explicitemnent dans les contraintes (1.5.2) et (1.5.3), le systéme est rhéonome. Autrement, il est dit
scléronome.

1.5.1 Notion de déplacement virtuel

La mécanique analytique repose sur la notion de déplacement virtuel ou de variation de déplacement que
Pon définit comme suit. Soit ri(g;,t) la configuration réelle du systéme & un instant donné ¢. Imaginons
une configuration voisine compatible avec les liaisons ri(g],t) et définissons les variations des coordonnées
généralisées par

bg; = ¢j — g (1.5.4)

Il en résulte les déplacements virtuels compatibles avec les lialsons

Notons également que les vitesses généralisées sont telles que

. . . d, . d
bij =G5 — 45 = {65 — 45) = 5 (6g5) (1.5.6)
ce qui implique que les opérations de variation et de dérivation par rapport au temps sont commutables.
1.5.2 Forces généralisées et principe de d’Alembert

Soit un déplacement virtuel év; du systéme compatible avec les liaisons. 1l en résulte ’expression du travail
fourni par les forces

W =" Fibr; (157)

i=1

Séparons les forces F; agissant sur la masse ¢ en forces extéricures appliquées et forces de liaison
T m a]’,"
- e & haind 3 A
W = ;”1:(5‘5 + F7) ';_1: Ba; 6q;

Définissons ensuite les forces généralisées correspondant aux forces appliquées d’une part et aux liaisons
d’autre part, en posant
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auguel cas

BW = Qb + y_ Qfdgs

i=1 j=1

Corams, en ’absence de friction, le travail total associé aux forces de laison est nul, il reste
M
§W =5 Qtég; (1.5.8)
.t

Nous omettrons dorénavant I'indice e pour dénommer les forces généralisées extérieures.

Dans les cas ou hypothése de Pexistence d’un potentiel de forces extérieures est vérifiée, entrainant

Q= —5— (1.5.9)

on obtient alors le résultat

Pour prendre en compte les forces d’inertie, on peut écrire les équations du mouvement sous la forme
d’équations d’équilibre dynamique
F, - méi",: =10

anquel cas le travail virtuel associé est nul
> (B — maf)ors = 0 (1.5.10)
i

Le principe contenu dans ’équation (1.5.10) étend aux systémes dynamiques le principe des travaux virtuels
et est di & d’Alembert. Lorsqu’on se limite & des déplacements compatibles avec les liaisons, le principe
peut s’écrire

m )
D Qibg; =3 miiibe (1.5.11)
=1

i=1

1.5.3 Les équations de Lagrange
Les équations de Lagrange constituent le fondement de la mécanique analytique. Nous les présenterons ici

dans le cas général d’un systéme non holonome rhéonome, consistant en n points matériels de masse m;,
décrit par m coordonnées généralisées devant satisfaire les liaisons non holonomes

S mydg+bdt=0 k=1, (1.5.12)
§

Elles sont obtenues en exprimant, dans le principe de d’Alembert, les termes d’inertie en fonction de ’énergie
cinétique calculée & partir des coordonnées généralisées.

1 .
T = 52”‘&;’1‘?

Par définition

avec
i = ] (%) ¢j+% (1.5.13)
don gr; O
% = e (1.5.14)
et
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T 5l (?ﬁ)

dg; - T\ Og;

T . 81-,:

d4; Z dq;

d /o7 oT . { Or;

7 () - 5 = T ()
et par sommation sur les g;, on obtient

a4 (67T ar s S e SR
PLA )T () -

4

Notons d’autre part que

Ii en résulte 1'équation de travail virtuel en termes des coordonnées généralisées

d (9T &7
E}: [E {5{3) ~ 0 QJ} §gi =0 {1.5.15)

4]

Dans le cas non holonome, les ¢; sont des quantités non dépendantes qui doivent vérifier les équations de
haison
Zaki 6g; =0  k=1,...8 (1.5.16)
i

On utilise dans ce cas le théoréme des muliiplicateurs lagrangiens selon lequel une condition suffisante
d’annulation de l’expression différentielle (1.5.15), dans laquelle les variations sont contraintes par (1.5.16),
est d’exprimer I"équilibre dynamique en termes de forces de liaison représentées par des multiplicateurs

lagrangiens sous la forme
d [T\ 8T :
X (5"&3-) Bl Qi — g«\kaks

(L.5.17)
> g b =0
J
Si le systéme est holonome, le systéme d’équations (1.5.17) se réduit &
d [ dT or
dt (391}') B~ I=hen (15.28)

Lorsqu’il existe une fonction potentielle )V telle gue

oV oV
Qj = et E =

— 0
By;

I"équation {1.5.18) peut s’écrire en termes du lagrangien du systéme, défini par Ja différence entre Pénergie
cinétique et Pénergie potentielle

L=T-=YV (1.5.19)
sous la forme i /o0 oc
E(a_dj) 5o =0 J=lom (1.5.20)

Un facteur essentiel contribuant a la solution des équations (1.5.20) est Vexistence de coordonnées cycligues.
En fait, dans les problémes dynamiques, la possibilité de trouver une représentation analytique du mouve-
ment dépend de l'existence de coordonnées cycliques. Une coordonnée g; est cyclique si elle n’apparait pas
explicitement dans le lagrangien

o _,
g;

51 la relation précédente est valide, il en résulte que
ok .. (1.5.21)

3
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auquel cas une intégrale premiére du mouvement est accessible.
Exemple 4
Considérons le moteur monocylindre de lafigure 1.5.1. Le formalisme de Lagrange permet d’en exprimer trés

simplement I’équation du mouvement dont résulte le comportement dynamique. L’origine des axes (z, y) est
placée sur axe du vilebrequin du moteur et "axe = est paralléle & 1’axe du cylindre.

figure 1.5.1
On note successivernent:
¢ longueur de la bielle AB
r longneur GA de la manivelle
A=15 rapport des longueurs
c position du centre de masse de la manivelle
aet b distances des points A et B au centre de masse de la bielle
e excentrement du piston
my masse de la manivelle
gy masse de la bielle
ms masse du piston
J1 moment d’inertie de la manivelle autour de '
Jy = mark moment d’inertie de la bielle autour de G
8 angle de la manivelle, variable d’entrée
i augle de la bielle
3 déplacement du piston
P(t) force exercée par les gaz sur le piston
M, couple résistant exercé par la charge sur le vilebreguin

Relations cinémaliques

On détermine d’abord la cinédmatique du systéme en notant que, par projections verticale et horizontale

reosf +fcosd =5

rsinf—fsing =¢

solt
¢ =sin"'(Asin g — %)
. (1.5.22)
3 =r(cosd + 3 o8 #)
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Par dérivation temporelle, on calcule Ies rapports de vitesse

E ¢ Acosf Acost
$ =7 = = . —
5';' cos 6 \i{l —(Asind — £)? (1.5.23)
3 . .
kg =3 = —r(sinf + -fi sin ¢)
ainsi que leurs dérivées )
A :% L k2 tan ¢
. cos ¢ ) . (1.5.24)
g Whs LN 2
K, = = —r(cos 6 + Kk¢ sin ¢ + Xk¢, cos ¢)
Calcul de Uénergie cinétigue et moment d’inertie équivalent
L’énergie cinétique du moteur comporte trois termes
T=T1+T+7T3 {1.5.25]
- L’énergie cinétique de la manivelle:
1 g2 _ Lo
ol Jo = Jy + myc? est le moment d’inertie de la manivelle autour de ’axe du vilebrequin.
- L’énergie cinétique du piston:
1
T3 = §m35'2 {1.6.27)
- L’énergie cinétique de la bielle: )
1.
’]-2 = —2'J2¢2 + Emgv?—; (1528)
expression que I’on peut mettre sous la forme équivalente
1 e, 1 -2 ;2
Ty = -Q—-mA(?’G) + 5 mas + Japé (1‘5‘29)
en reportant la masse de la bielle de maniére statigue a ses deux extrémités
_ mgb U mad
maA =Ty B=7y
et & condition d’introduire le moment d’inertie correcteur
Jag = Jz —moab = m2(r2(; — ab)
Par sornmation, on obtient I’énergie cinétigue totale
1 -
T= aI(B)Q {1.5.30)
avec Ie moment d’inertie équivalent, fonction de Pangle de rotation de la manivelle
1(8) = (Jo + mar®) + (ms + mp)k? + Japk (1.5.31)

Par développement en série de k, et kg (1.5.23), et dans le cas d’un moteur A excentrement nul, on peut
en construire 'expression approchée

I(0) = Jo + mar? + (ma +m3)rzsin29 4+ JapdPeos’® = A— Bcos28

avec

1
A=Ty+mar? + E[(ms -+ mB)‘l‘2 -+ JAB)@}

1
B :[§(m3 -} mB)T2 - JAB)\Z]
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Equations du mouvement

Commpte tenu des conventions de signe adoptées, on calcule comme suit e travail virtuel (1.5.8) de la pression
des gaz et du couple résultant

W = Q660 = —Pbs — M, 60

1.5.32
= —(Pk, + M, )80 ( )
d’oti 'équation du mouvement du systéme
d o1, o7
“uteg) T t9=0
qui 8écrit explicitement ) .
I(8)0 + C(0)8* = Pk, + M, (1.5.33)
ou
1dI , ,
0(3) = 5 de = (?‘R3+mB)k3ks +JABk¢k¢ (1534)

est le coefficient centrifuge caractéristique du moteur, L’approximation consistante avec celle adoptée pour
I(#) donne
C(f#) ~ Bsin 26

La figure 1.5.2 représente, pour un choix de dimensions réahste, I’évolution de ces deux quantités au cours
d’un cycle. Elle met en évidence une variation considérable des paramétres d’inertie du moteur avec la
rotation, effet que on doit neutraliser par procédure d’équilibrage.

Enacy g

N aprROx. 4

Db
EXALT €
83 =
o b ~APPROLE
e f f -
I %
B
L 3 - A
° 0 80\ L o12e 1§
T Y
-2r I
~83

figure 1.5.2
Veriation du moment d’inertic et du couple
centrifuge au cours d’'un cycle moteur

Exemple 5: Calcul des efforts de laison dans le moteur monocylindre

La procédure que nous avons suivie pour exprimer 1’équation régissant le mouvement du moteur menocylin-
drigue ne nous donne pas accés aux efforts de Haison entre les différents organes. Ceux-ci peuvent toutefois
étre caleulés également par la méthode des équations de Lagrange & condition de dissocier les déplacements
des différents éléments du mécanisme et d’exprimer les contraintes cinématiques 4 I’aide de multiphcateurs
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de Lagrange. Soient {21,y1) et (22, ya) les déplacements des centres de masse de la manivelle et de la bielle.
L’énergie cinétigue totale du systéme s’écrit

1 . . 1. .
T =§m;(m12 + y12) -+ §J] 62
1 , . 1. .
+ 'jmz(mf + 4%+ §J2¢2 (1.5.35)

+ §m3é2

avec les contraintes cinématiques
reosf+icosd =+

reind =Ising +e

ry = ccosf

Y1 = esinf (1.5.36)
Zo = rcosf + acosd
ys = bsing +e
Exprimons-les sous forme différentielle et associons & chacune d’elles un multiplicateur A;.
Af: rsin@b8 +isingégp+6s=10
Ay reosf88 —lcosddd =0
Azt bey +esinfbf =0
Ayt By —ecosBbd =10
As o bzo 4+ rsinfE0 + asingdd =0
Ag: Bdyz —bcosdpbd =0
Eeur introduction dans les équations de Lagrange (1.5.16) fournit le systéme
Mmid1 = A3
miyi = Ag
mody = Ag
Mags = A (1.5.37)

mas = A1 — P
J18 = =M, 4 (M + Xs)rsind + hgrcosd + Azesin — Agccosf
chg = Mising — Aglcosd + dzasm@ — Agbcosd
Il ressort mmmédiatement de I’examen des équations (1.5.37) que les différents multiplicateurs ont la signi-

fication de résultantes de réactions aux articulations du mécanisme. Par exemple, en exprimant 1’équilibre
dynamique de la manivelle

myE — (Xo1 + X12) =0
myth — (Yor + Y12) =0 (1.5.38)
Ji0 4+ M, — Xoresin @+ Xig(r —¢)siné + Yoecos @ — Yia(r — ¢)cosd =0

ol (X1, Yo1) eb (X12, Y1p) représentent respectivement [’action du bati et de la bielle sur la manivelle. Par
comparaison de (1.5.37) et (1.5.38), on obtient les relations entre réactions et multiphicateurs

Az = Xo1 + X1z
Ag = Yo1 + Yio
A4y =Xy
Az = Vi

et I’équilibre de la bielle donnerait une série d’équations analogues. Le calcul des multiplicateurs associés
aux contraintes de liaison permet donc 'évaluation aisée des efforts de liaison dans le mécanisme en vue de
son dimensionnement.



Chapitre 1 - Eléments de Mécanique Rationnelle 1.23

figure 1.5.3
Schéma rendu libre de la manivelle

1.5.4 Angles d’Euler

Pour utiliser les méthodes lagrangiennes pour 'analyse du mouvement dun corps tigide, on doit choisir
un ensemble de coordonnées généralisées qui permet de déterminer de fagon univoque la position du corps
par rapport 4 un repére de direction fixe dans I’espace. On a vu qu’on peut en effet se limiter & ’étude du
moeuvement de rotation autour du centre de masse.

figure 1.5.4
(€,1,(): repére inertiel
(z,y, 2): repére dynamique

On ameéne le repére (£,7,() en coincidence avec le repére (z,y, z) en 3 stades.

1) rotation ¢ autour de { pour produire (1,1, 21)

Ty cos¢p sing O] [& £
1] = | —-singd cosgdp 0] |n| =A |y
21 0 0 1 |¢ £
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2) rotation ¢ autour de xz; pour produire (33,42, 23)

T i 0 0 3 %1
2 | = {0 cos8@ sinéd n|=B|un
Z9 0 —sinf cosd E -1

3) rotation autour de z; d’un angle ¢ pour construire

x cosy sinyg 0 xy 2
y| =] ~siny ecosyp 0| [y ]| =C |y
z 0 0 1 7 3
D’on la transformation
z 3 '
¥y = CBA. ni| = D T
z § ¢
avec
cos P cos ¢ — cos & sin ¢ sin costpsing + cosfcosdsinyg sinesind
D=CBA= | —sinycos¢gp— cosfsindcosy —singsing + cosfcosdceosy costpsind (1.5.39)
sin  sin ¢ sinf cos ¢ cos @

Les matrices A, B et € étant orthogonales, on a également la transformation inverse

¢ x x
nl = -t yl= DT Y {1.5.40)
¢ z z
avec
DT = ATBYCT

Pour calculer 'énergie cinétique de rotation du solide, on 'exprime en termes des composantes de la vitesse
angulaire exprimée dans les axes attachés au corps (supposés principaux d’inertie)

1
T= '?"'(I&‘xc"?: + Iyng + Isw?) {(1.5.41)

avec le vecteur des vitesses angulaires

Wy ; . .
Wy zéyzl + 92.1:2 + 11sz
Wy |
‘ 0 ) 1 10
=¢CBl0]+8C |0+ |0
1 0 1
soit . .
Lig q}sinzf)sin6'+9_cos¢
wy | = | gcosysinf — fsiney
wy ¢ cosd + 9

Dans le cas d’un rotor syméirique tel que I, = Iy, = I, on obtient

9T = I(§%sin? 0 + 6) + L, (d cos 8 + ) (1.5.42)

expression dans laquelle seul Pangle ¢ intervient. D’ot les coordonnées ¢ et 1 sont cycliques dans la mesure
ol elles n'interviennent pas non plus dans expression de V.
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1.5.5 Principe de Hamilion

En conclusion, ou peut encore rappeler que les équations de Lagrange peuvent &tre obtenues par une vole
différente de celle présentée ci-dessus. Le point de départ adopté est dans ce cas le principe de Hamilton
qui s’énonce comme suit pour un systéme holonome. Le mouvement réel d’un systéme mécanique entre
deux instanls t1 et £3, pour lesquels sa configuration est connue, s’effectue de telle sorte que l'intégrale du
lagrangien du mouvement soit stationnaire

t2

6] Ldt=0 (1.5.43)

i

Appliqué au cas du point matériel, le principe (1.5.43) restitue P'équation du mouvement sous la forme
{1.2.1). Lorsqu’on I'applique & un systéme de n points matériels, dont le lagrangien est écrit en termes de
coordonnées généralisées,

£(g,¢,0) =T =V (1.5.44)

on retrouve les équations de Lagrange comme suit : on calcule en premier lieu la variation du lagrangien

ac ar .
80 = a—q§q+ c?Tj’éq

el on intégre ensuite par parties 'expression (1.5.43). Regroupant les termes, on obtient

oL . [POL d AL, .
oz + | T - GG ad =0

Le premier terme disparait en vertu de la régle des extrémités fixées qui limite "applicabilité du principe de
lamilton. Le second devant s’annuler pour une variation q arbitraire sera nul si, et sculement st

oL d oL

5 wlag)

L’application du principe de Hamilton n’apporte aucune information supplémentaire concernant le com-
portement d™on systéme mécanique. Par contre, il constitue dans certains cags une méthode d’approche
d’une puissance considérable, en particulier dans I’étude des systémes continus,

1.8 Béférences

H.A. ROTHBARTY (Ed.), Mechanical design and system handbook, McGraw Iill, 1964
J.M. PRENTIS, Dynamics of mechanical systems, Ellis Horwood, 1980

B. PAUL, Kinematics and dynamics of planar machinery, Prentice Hall, 1979

H. GOLDSTEIN, Classical Mechanics, Addison Wesley, 1957

L. MEIROVITCH, Methods of analytical dynamics, McGraw Hill, 1970

S






Chapitre 2 - L’Gscillafevr ¢ un Degré de Liberté

2. L’0Oscillateur a un

Degré de Liberté
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2.1 Equation du meuvement

Un systéme & un degré de liberté (1 ddl} est un systéme dont Ia configuration peut & chaque instant étre
décrite par une seule variable.

Considérons en particulier le systéme de la figure (2.1.1) qui sert de modéle pour tous les systémes & un
degré de liberté dont les caractéristiques sont linéaires. Il consiste en:

- une inertie pure {masse m supportée par des rouleaux sans friction ni inertie);
- un ressort k de caractéristigue linéaire;

- un mécanisme de dissipation représenté par un amortisseur de constante c.

RELSSURCRLAR NN

figure 2.1.1
Systéme & un degré de liberté

Le systéme est sowmis & P'action d’une force extérieure variable dans le temps f(¢). ©, définit la position
de la masse au repos. Lorsqu’elle est écartée de sa position d’équilibre d'une distance z, elie est soumise A
V'action des forces suivantes s’opposant au mouvement:

- la force de rappel du ressort —kz
- la force d’amortissement —cz
- la force d’mertie —mne

D’ou Véquation du mouvement

mi + ek + kz = f(t) (2.1.1)

2.2 Vibrations libres non amorties

Examinons d’abord le comportement du systéme lorsqu’il n’est soumis & ’action d’aucune force extérieure.
Dans le cas ou f = ¢ = 0, ’équation
mé + ke =0 (2.2.1)

admet la solution générale que I’on peut mettre sous I'une ou 1'autre des formes

#(t) =X cos(wot — §) = XR[e"“' %) (2.2.2)
=A coswgt + Bsinwyi o
Elle est caractérisée par:

- 1" amplitude X de la vibration libre;

- P angle de déphasage ¢ qui mesure le retard de la réponse sur I'excitation;

wo = \/j:;‘ (2.2.3)

- la pulsation naturelle

qui se mesure en radians/s.
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On peut aussi définir les quantités associées & [a pulsation naturelle:
- la fréguence propre f mesurée en cycles/s ou Hertz (Hz):
f= I

- la période T de la vibration mesurée en secondes:

(2.2.4)

=27
wo

A tout instant, la solution libre peut s’exprimer en fonction de 1’état initial du systéme complétement défini
par son déplacement xq et sa vitesse #q:

#(t) = zg coswgl + z__o sinwgt (2.2.5)
0

d’on les expressions de 'amplitude et du déphasage

= 2 ﬂ 2 t = %o
X 1;m0+(w0) an ¢ praven {2.2.6)

2.3 Vibrations libres amorties

Lorsqu'on prend en compte I'amortissement, I’égquation {2.1.1) régissant la vibration libre prend la forme
mé 4+ et +kz =0 (2.3.1)
Essayons une solution générale de la forme z = e, Il en résulte I’équation
[mp® 4+ cp+ K}eP’ = 0

qui admet les racines

—c*e? — dkm
Pz = 2m

Définissons:

- la valeur critigue de Pamortissement en dessous de laquelle les racines restent complexes conjuguées

Cer = 2V Em = 2wym (2.3.2)
- le coefficient d’amortissement
¢ ¢
= = 2.3.
¢ Cor Dogm (2.3.3)

qui mesure Ie rapport de Pamortissernent réel 4 'amortissement critique.

Les racines peuvent alors étre écrites sous la forme
P12 = wo{—¢ £ /1= %) (2.3.4)
Trois types de solutions sont possibles, selon le signe de ’expression sous le radical.
a) € < 1: mouvement oscillatoire amort:

La solution est de type harmonique avec une amplitude exponentiellement décroissante

z(t) = e™“**[A cos{woV/1 — €2£) + Bsinfwoy/1 — ¢2t)] (2.3.5)
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figure 2.8.1
Réponse en fonction du temps
d’un systéme faiblement amorti (¢ < 1)

et la fréquence de la vibration amortie est plus basse que celle de la vibration non amortie

wg=wpV1—é (2.3.6)

En termes des conditions initiales de déplacement et de vitesse, les constantes A et B onf pour valeur

A== et (o + ewoio)

8= 1
wWov 1 ¢2
La figure {2.3.1) représente Vallure de la réponse du systéme 3 un déplacement initial en fonetion du temps.

Pour estimer I’amortissement dans le systéme & partir d’un essal de vibration hibre, on mesure le décrément
{ogarithmique

Ln

A=ln

(23.7)

Tni

2

A - . s . _ 2r __ 2N
ol &, et &, sont deux maxima successifs de la réponse, distants de At = v = En termes du

coeflicient d’amortissernent, an obtient

xﬂ —e itceg
Tn4l
et Pexpression du décrément logarithmique
2
A= ~ore (2.3.8)

Vi-a
b) € > 1 mouvemen! apériodique
Lorsque 'amortissement dépasse Pamortissement critique, la solution est de type exponentiel
z(t) = ™ot [AgeV T g BemwoV ) (2.3.9)

Sa représentation (fig. 2.3.2) rnontre que lorsque le systdme est déplacé de sa position d’équilibre, il tend &
y retourner graduellernent.

¢) €= 1: mouvement apériodigue
Du fatt de Vexistence d™une racine double p = -~wyqe, la solution est donnée par

z(t) = e~ [A + Bt} (2.3.10)

De méme que dans le cas précédent, le systéme retourne graduellement & sa position d’équilibre. Du fait de
la disparition de 'exponentielle croissante, ¢’sst dans le ¢as € = 1 qu’ll y retourne le plus rapidement.
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figure 2.3.2
comparaison de la réponse en fonction du femps
de systémes caractérisés par des coefficients damortissement différenis

Représentation de la réponse dans le plan de phase

oo e e Une maniére alternative de représenter I’évolution
08y - T T de la réponse en fonction du temps consiste 4 la
asl ’ représenter dans le plan de phase. Pour cela,

notons que I’état du sysiéme est complétement
04} déterminé par la connalssance de son déplacement
. et sa vitesse & tout instant, ’accélération pou-
02} vant étre recalculée A partir de ’équation d’équilibre
o (2.3.1).
Le diagramme de phase consiste done & représenter
025 la réponse du systeme en fonction de sa vitesse.
o Lafigure (2.3.3) montre le diagramme ainsi obtenu
selon que I’amortissement est nul, inférieur, égal
gk ou supérieur a la valeur critique. Tant que ¢ > {,
1a solution converge vers Porigine : elle prend la
08r forme d’une spirale convergente lorsque € < 1,
1 L m et donne lieu & ume courbe monotone lorsque
1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1Te D<e<l
figure 2.3.9 Lorsque 'amortissement est nul, La solution

prend la forme d’un cercle limite,
comparaison de la réponse dans le plan de phase de

systémes caractérisés par des coefficients d’amortis-
sement différents

2.4 Vibrations libres avec amortissement par frottement sec

L’amortissement de Coulomb se produit lors du glissement d’un corps sur une surface séche. Pour amorcer

le mouvement, on doit exercer sur le corps une force qui excéde la résistance au mouvemnent qui résulie de
la friction. La force de friction est paralléle & la surface et proportionnelle & la force normale & celle-ci,
c'est-a~dire au poids de la masse dans le cas du systéme de la figure (2.4.1).

La constante de proportionnalité est le coefficient de frottement statique p,: 0 < g < 1 selon les matériaux
et I’état de surface.
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figure 2.4.1
Systéme avec amortissement de Coulomb

Une fois le mouvement initié, la force de frottement se réduit & g, W, ol . < y; est le coefficient cinématique
de frottement.

La force de frottement est de sens opposé & celul de la vitesse et reste constante tant que la force d’inertie
et la force de rappel du ressort sont sullisantes pour vaincre le frottement. Le mouvement ¢’arréte lorsque
celles-ci deviennent insuffisantes.

I¢i nous ne distinguerons pas les coefficients statique et cinérnatique de frottemens. Nous écrirons done
Fy=uW
auguel cas I’équation du mouvement (2.1.1) devient
mE + Fysign(a) + kz = 0 (2.4.1)

avec la fonction

.. z
sign(2) = Tl (2.4.2)
Le systéme (2.4.1) est done non linéaire mais peut néanmoins &tre séparé en deux équations linéaires selon
le sens du mouvement .

mz + kz = —~Fy sig >0

2.4.3
mI+kr = Fy sz <0 ( )

Sa solution peut ainsi étre calculde sur un intervalle de temps correspondant 3 une demi-période. Prenons
P’exemple de la réponse & un déplacement initial 2y sufisamment grand pour que la force de rappel du ressort
excéde la force de frottement sec. La vitesse est alors négalive, et le mouvement est régi par la deuxiéme
équation (2.4.3)

i+ wir = wlfy (2.4.4)
olt ”
ﬁﬁ=]f (2.4.5)
représente un déplacement équivalent.
La solution de (2.4.4) est immédiate
z(t) = (xg — fa) coswgt + fyq {2.4.6)

et reste valide tant que £ < Q. On calcule donc la vitesse

&(t) = —wp(zo — fa)sinwet (2.4.7)

qui s’annule pour ¢ = 67':?’ et auquel cas
03(”51) =2fs— g (248)

Pourvu que z (%) soit suffisamment grand pour provoquer une force élastique supérieure & celle dn frottement
sec, la masse acquiert pour ¢ > {1 une vitesse positive et Ie mouvement est alors régi par la seconde équation
(2.4.3)

Bt wie = —wlfy (2.4.9)



Chapitre 2 - L’Oscillateur 4 un Degré de Liberté 2.7

qui admet la sclution
z(t) =[z(t1) + fal coswo(t — 1) — fa
=[3_f¢j - $(}] coswg(t — tl) — fd
Lorsqu’on la compare & (2.4.6), la solution harmonique a wne amplitude réduite de 2f; et comporte une

partie constante négative égale & ~f;. La vitesse s’annule & nouvean pour tp = 2_: et le déplacement vaut
alors

(2.4.10)

:E(t;) = Zp — 4:fd (2411)

La comparaison de (2.4.8) et (2.4.11) montre que sur un intervalle de temps correspondant & une demi-
période, la décroissance de Vamplitude est égale & 2f;. L’amortissement sec donne donc lieu 3 une
décroissance des amplitudes qui est linéaire dans le temps ainsi que le montre la figure (2.4.2). Le mouve-
ment stoppe brusqueinent lorsque la force elastique due au déplacement & la fin d'un demi-cycle n’est plus
suffisante pour vaincre le froftement statique, ¢’est-a-dire aprés un nombre n de cycles tel que

Lo — 2'ﬁ,fd < fd (2.4.12)

/
f
V e

G
?9907@0-:50@1

ol oo cod boco

figure 2.4.2
Evolution temporelle du déplacement
dans un systéme amorti par frottement sec

2.5 Vibrations forcées

On entend par vibration forcée le mouvement d’un systéme résultant de 1’application d’une force harmonique
dans le temnps. La réponse peut étre caractérisée de deux maniéres:
- par Vamplitude du mouvement de la masse;
- par la transmissibililé absolue du systéme, que I"on définit par le rapport de la force transmise i la
fondation a la force appliquée.

Toute réponse & une excitation extérieure résulte de la superposition de deux mouvements:

- la réponse du systéme libre, qui est la solution générale de ’équation sans second membre et dépend
des conditions initiales. Du fait de 'amortissement qui affecte tout systéme physique, on admet qu’elle
disparait au bout d’un certain temps;

- la réponse forcée, solution particuliére de ’équation avec second membre.

C’est cette seconde partie de la réponse qui nous intéresse ici, car c’est elle qui déerit la réponse du systéme
en régime établi.
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2.5.1 Vibrations forcées non amorties

Calculons d’abord la réponse forcée dans le cas non amorti. L’équation (2.1.1) du mouvemnent devient

mi + kx = Fpcosfit (2.5.1)

ou {2 est la fréquence de excitation extérieure d’amplitude Fy. Si Pon exprime que la réponse est de méme
forme que Vexcitation:

z(t) = X cos 2t
on obtient Pamplitude de la réponse

F Fy 1

X= k—QBmz?'lmﬁ;

(2.5.2)

On voit donc gue la réponse résultant de I"application statique de la force %@- est majorée par le coefficient
d’amplification dynamique l—lng' Son allure en fonction de la fréquence réduite GQ; est représentée en traits
w7

0
pleins sur la figure (2.5.1) et montre Vexistence d’une résonance lorsque la fréquence d’excitation £ coincide
avec Ja fréquence naturelle wy.

Xk
Fo g

2T o Y SR P YU SUUUUPOY s I . oo JUPUSUUTE TR Y R coefennio]

_40 I TR T LT My S NN O L S PR I RN TS -
—&0 2
101 109 101 wo

figure 2.5.1
Réponse forcée dun systéme 4 1 ddl
Amplitude du mouvement en fonction de lo fréquence
La réponse peut également étre mise sous la forme

z(t) = | X| cos(§% — ) (2.5.3)

auquel cas amplitude de la vibration (en pointillés sur la figure 2.5.1) est prise en module. Le déphasage ¢
correspondant vaut 0 ou 7 selon que £ est inférieur ou supérieur a ’excitation, ce qui montre qu’excitation
et mouvement sont en phase ou en opposition de phase selon que % <] ou % > 1.

Le cas de la résonance

D’un point de vue physique, le cas de la résonance ot Pamplitude de la réponse (2.5.2) devient infinie est
inacceptable. En effet, une force d’intensité finie ne peut générer instantanément une réponse infinie,

Cette contradiction peut éire levée en exprimant le fait qu’a la résonance, la solution est nécessairement de
type transitoire et résulte donc de la combinaison des deux contributions de la réponse.
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Considérons le cas d™une excitation Fjeoswet appliquée brusquement en ¢ = 0 sur le systéme au repos et
exprimons la solution compléte sous la forme

. F
z{t) = Acoswot + Bsinwgt + K@%ﬁg cos (3t
L’application des conditions initiales Tournit les coefficients
—F
A= -———On—g et B=40
k(l— o7
Q

d’olt ta solution pour une fréquence d’excitation & quelconque

z(l) = k—(l-zj—ﬂf_-;_—)(cos (it — coswet) (2.5.4}

0

Lorsque £ — wyq, par application & (2.5.4) de la régle de Hopital on obtient la solution

F
z(t) = _k_owTot sin wot (2.5.5)

La solution (2.5.5) correspond a un mouvement de fréquence égale a la fréquence de résonance et d’amplitude
lindairement croissante avec le temps. Elle est représentée par la figure (2.5.2).

x(t)go

figure 2.5.2

Réponse d’un systéme & 1 ddl d la résonance

2.5.2 Vibrations forcées amorties
Pour obtenir la réponse a U'équation du mouvement amorti

m# 4+ ck + kx = Fpcos (it (2.5.6)

exprimons encore la solution sous la forme (2.5.3). Séparant les termes en cos Ot et sin 2, 1l vient

(k — Q2m)| X | cos ¢ + Qe X sing = Fy

257
(k — Q*m)sin ¢ — Qeeos¢ =0 (@5.7)
De la deuxiéme équation (2.5.7), divisée par & et tenant compte de (2.2.3) et (2.3.3), on tire en premier lien
Pexpression du déphasage

2602

tan ¢ = ———
\’.U(](l - %g—)

(2.5.8)
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La premiére équation (2.5.7) fournit ensuite le module de la téponse

X = :
Feosd 1= 7 Etam g
;13

soit, compte tenu de (2.3.3) et (2.5.8)

1
X1

=T
Y (O e

Le méme résultat peut &tre obtenu en exprimant que excitation de (2.5.6) correspond a la partie réelle de
Pexcitation complexe Foel™) La solution de (2.5.6) est alors la partie réelle de celle de ’équation complexe
correspondante

(2.5.9)

mé + ez + kz = Fye'™ (2.5.10)
51 on Vexprime sous la forme
z = XMW = [(Q)Fpet™ (2.5.11)
on cbtient Pamplitude complexe de la réponse
Fy Fy 1

X= - == 2 -
(k—Q:m)+iQc  k (1-— %5) + 2%;‘%

que 'on peut remettre sous la forme polaire
X =|X|e™* (2.5.12)
avec |X| et ¢ donnés respectivement par (2.5.9) et (2.5.8).

Le rapport
X 1 i

= = I 0z Y
Fo  k(1- E§)+21€EE
est la fonction de tramsfert en fréquence du systéme. Elle apparait comme le produit de la fonction de
transfert statique % et du facteur d’amplification dynamique complexe Elle joue un réle

H(Q) = (2.5.13)

1
(1-%§-)+2ie-u%'
fondamental dans les méthodes fréquentielles d’analyse de systémes vibrants,

La figure 10 représente, en fonction de la fréquence d’excitation, le module de la réponse et son

déphasage. On obsgerve que Pamplitude est Hmitée par le taux d’amortissement et que le déphasage au
voisinage de la résonance est d’autant plus progressif que ’amortissement est important.

On peut encore représenter, comime le montre la figure (2.5.3), les forces en présence dans un mouvement de
vibration forcée, en adoptant comme direction du mouvement la verticale.

figure 2.5.8
Réponse forcée d’un systéme amorti ¢ 1 ddl
Fguilibre dynamique des forces
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figure 2.5.4
Réponse forcée d’un systéme amorti ¢ 1 ddl

Amplitude et déphasage de la réponse avec la fréguence
On note gue:
- la composante Fycos¢ compense I'équilibre entre la force de rappel élastique et la force d'inertie:
(k — Q°m)|X]| —~ Fycos¢p =0
- la composante Fysin ¢ compense la force de dissipation:

cQ|X[—nginqS:0

En ce qui concerne la définition de la résonance, on notera également qu’elle peut étre définie de deux facons
différentes:

- le maxirmurm de la tdponse apparait pour une fréquence telle que %’%’- = {, soit

-2 Q% 4e?
AT
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You la fréquence de résonance en amplitude

wg = woy/1 — 2¢2 (2.5.14)

qui est toujours inferieure & la fréquence de résonance du systéme non amottil. L’amplitude de la réponse
¥ est égale &

Fy 1 i

- La résonance de phase (¢ = %) se produit lorsque la fréquence d’excitation coincide avec la fréquence
de résonance du systéme non amorti. IL’amplitude du mouvement y est égale a

Xlg = =2 (2.5.16)

soit légérement inférieure au maximum absolu {2.5.15).

L’acuité de 1a résonance se mesure par le facieur de gualtié en calculant la largeur relative du pic de résonance
aux points de demi-puissance {figure 2.5.5).

1ot oy

figure 2.5.5
Mesure de 'acuilé de la résonance
On calcule donc les racines de 1’équation

el 1 =L
k \/(1-%§)2+(26w%)2 V2

x|

maxr

soit, tenant compte de (2.5.15)

(ﬁ)2 =1-22 £ 21— ¢
iy

d’olt le résultat approché

o

1
Q=355 (2.5.17)
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=co =0

figure 2.5.6

Notons encore qu’il est classigue de représenter la réponse
forcée d’un systdme 4 un degré de liberté par un di-
agramme de Nyquist (figure 2.5.6) dans le plan com-
plexe: on obtient dans ce cas, en fonction de la fréquence
¢, une évolution de Vamplitude complexe de réponse
% = M 41N qui correspond pratiquement & un cercle.
Lantersection de ce cercle avec Paxe vertical a lieu 4 la
résonance de phase et le diameétre correspondant égal &
512 permet une mesure précise de 'amortissernent dans

le systéme,

Représentation de Uamplitude compleze de réponse

par un diagramme de Nygquist

30

20+

=30 =20 ~10

figure 2.5.7
Energie dissipée par amortissement visqueus

2.5.3 Puissance dissipée par amortissement

Lorsque le mouvement est amorti par un amortisseur visqueux, la force totale exercée par le ressort et

I’amortisseur est

r=rkx+ex

soit, si le mouvement est harmonique

r = k| X| cos(Q2t —

¢) — el X | sin(Q¢ — ¢)

d’ol, dans le plan (r, z), le diagramme elliptique de la figure (2.5.7).

L*énergie dissipée sur un cycle de chargement

1432
W= j radt = meQX|* (2.5.18)
i

est égale a P’aire de Pellipse.
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L’expérience montre que tous les systémes mécaniques sont le sidge d'une dissipation d’énergie et, daos les
systémes électriques en particulier, cette dissipation est principalement le résultat de frottements internes.
De Vexpérimentation réalisée sur un grand nombre de matériaux, il résulte que 1’énergie dissipde par cycle
en raison de la friction interne est en gros proportionnelle au carré de Pamplitude du déplacement, soit

W = o|X|? (2.5.19)

olt & est une constante Indépendante de la fréquence d’excitation. Ce type d’amortissement, que 'on
appelle amorlissement structural, résulte du phénomeéne d’hystérésis lié & la mise en charge cyclique du
matériau. L'énergie dissipée par cycle de chargement est alors égale & aire de la boucle d’hystérésis relevée
expérimentalement sur un diagramme tel que celui de la figure (2.5.8).

figure 2.5.8
Boucle d’hystérésis d'un systéme
avec amortissement structural

La dissipation par amortisserment étant maximale & la résonance, on peut néanmoins représenter un systéme
avec amortissement guelconque par un systéme équivalent avec amortissernent visqueux caractérisé par la
congtante d’amortissement W

__W 9.5.20
1 = P (2.5.20)

Lorsqu'on se limite & Yétude du mouvement harmonique, il est courant d’adopter plutét le modéle
hystérétique d’amortissement qui conserve la lindarité du systéme tout en donnant lieu & une dissipation
selon la loi (2.5.19). Le modele hystérétique consiste & admettre que les forces de dissipation sont propor-
tionnelles aux forces élastiques, tout en étant en phase avec la vitesse; dans le plan complexe, son équation
s’écrit

m#E + k(14 ig)e = Foe'™ (2.5.21)
avec le coefficient d’amortissement structural
w o
== 2.5.22
9= AT ( )
La réponse forcée du systéme est la partie réelle de la solution
F i
(1) 0¢ (2.5.23)

k(- E i)

eb, contrairement au cas visqueux, le maximum d’amplitude est atteini lorsque © = wy.

11 est aisé de vérifier que le diagramme de Nyquist que ’on peut construire & partir de {2.5.23) est un cercle

de diamétre % et de centre (0, ;—91 .
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1! est important de bien retenir que le modéle hystérétique que on vient de décrire ne permet de décrire val-
ablement que le régime harmonique. On se rend d’ailleurs compte des limitations de ce modéle lorsqu’on con-
sidére le cas limite de la réponse statique, pour lequel on calcule 3 partir de (2.5.23) une réponse d’amplitude
complexe. Cette absurdité provient du fait que le modéle hystérétique, bien que trés utile pour produire des
résultats quantitativement corrects en régime harmonique, viole en fait le principe de causalité selon lequel
ia réponse & un instant donné ne peut dépendre que du passé de 'excitation.

Le modéle hystérétique est particuliérement utilisé en aéroélasticité pour décrire le phénoméne de flotterment
{oscillation forcée provenant du couplage de la vibration de la structure avec 1’ écoulement adrodynamiqus).

2.5.4 Valeurs guadratigues moyennes de Vexcitation et de la réponse

Dans beaucoup de problémes de vibration, on est intéressé seulement par 'amplitude de la vibration et

non par sa phase. Il est donc intéressant de caractériser réponse et excitation par leur valeur gquadratique

moyenne sur un cycle de période T' = 2%

= TJ[U 2t o = Tfi F)dt (2.5.24)

Calculons tout d’abord la valeur quadratique moyenne de V'excitation en 'exprimant sous la forme
f(t) = Re[Foe'™] = R.[F(1)] (2.5.25)

ol, dans le cas général, Fy est une amplitude complexe d’excitation. Mettons les parties réelle et imaginaire
de Pexcitation sous la forme

i : .
R.[F()] =5 (Foe™ + Fie=] = (1)
1 . .
InlF(O)] =5 [Foc'™ — Fge™™¥)
ou FJ est le complexe conjugué de Pamplitude Fy, ce qui permet de caleuler la valeur quadratique
1 . A
i) = Z[,Fozeﬂ*‘“ + 2R FY 4 Fyle 20 (2.5.26)

Lorsque Von calcule la valeur quadratique moyenne

=1 T2
S

on observe que les deux contributions périodiques de (2.5.26) sont nulles et on obtient

— 1 1
2= §F0Fg = §|F0|2 (2.5.27)

On calcule ensuite la réponse complexe par

2(t) =R [X e ]
=R [H(Q) Foe'™]

Par analogie avec (2.5.27), on obtient la valeur quadratique moyenne de la réponse

P 5 22 (t)dt = l{X|2 2.5.28)
- T,/; T2 25.

solt

7 = S |[H@P|RP = |H@FT (25.29)
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Lorsque lintégration (2.5.24) est réalisée sur une période T supérieure a un cycle, il est aisé de contréler que
les résultats (2.5.27) et (2.5.29) sont inchangés pour autant que Uintervalle de caicul des valeurs quadratiques
reste un multiple quelconqgue de la période. 1l en résulte immédiatement gue Pon peut aussi calculer les valeurs
quadratigues moyennes par une intégration sur un intervalle de temps suffisamment long

= _ .17 1
P fim g [, £Ou= g

: (2.5.30)
T = dim 2 | 22dt = SHQ)PIF)?
T—oo T f 2
Si le résultat (2.5.30) est mis sous la forme
s . EZE
@) = Jim 2 2531

il montre que le rapport des valeurs quadratigues moyennes de la réponse et de 1’excitation converge vers le
carré du module de la fonction de transfert lorsque Uintervalle d’échantillonnage tend vers 'infini.

Les résultats de ce paragraphe sont fondamentaux tant pour 'étude expérimentale du comportement vi-
bratoire d'un systéme que pour le calcul de sa réponse & une excitation aléatoire. Ils seront étendus
nltérieurement au cas d’une excitation périodigue mais non harmonique.

2.5.5 Principes de l'isolation vibratoire
On est fréquemment confronté an probleme de Pisolation d’une machine ou d’un éguipement vis a vis de

son support. Deux cas sont possibles:

- la machine ou équipement considéré est lui-méme générateur de vibrations, et on veut éviter que
celles-ci solent transmises & Uenvirennement.

- le bon fonctionnement de équipement considéré implique qu’il ne subisse pas I'imfluence des vibrations
du support auquel il est fixé.

Dans les deux cas, le principe de Uisolation vibratoire est le méme: on congoit la suspension de maniére & ce
qu’elle joue le réle de filtre mécanique.
Isolation des machines

Considérons le cas ou Pon veut éviter qu’une machine transmette 4 sa fondation des vibrations indésirables.
(C’est le cas par exemple d’un moteur & explosion dont Péquilibrage n’est jamais réalisé de facon parfaite.

Soit F cos {3t la force harmonique résultant du défaut d’équilibrage. La machine transmet & sa fondation
une force

r = kz + c& = |R| cos(§2t — )

&’amphitude
|R| = |X|W/ k2 + Q22

On définit la transmissibilité absolue du systéme comme le rapport de Pamplitude de la force transmise &
la force appliquée

R 1+ (2e£L)2
T= U = oL (2 o) TR (2.5.32)
FO (1—;‘:];) +(2€:‘;’—u)
avec le déphasage
2e(2y3
6 = tan~! —liag) (2.5.33)

1- %g— + (26;_%)2
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Transmissibilité
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figure 2.5.9
Transmissibilité d’un systéme amorti
d un degré de liberté

Elle est représentée en amplitude et en phase par les diagrammes de la figure (2.5.9).
On y observe que :

- en dessous de la fréquence de résonance, la transmissibilité est toujours > 1; la force transmise excéde
done tonjours la force Fp appliquée statiquement;

- & la résonance, la force transmise est limitée par 'amortissement dans le systéme;

- la transmissibilité devient inférieure 4 Punité pour % > /2 et la force transmise est d’autant plus faible
que l'amortissement dans le systéme est petit.

En conclusion, il est nécessaire de dimensionner les ressorts de suspension de telle sorte que la fréquence de
résonance de la machine sur sa suspension soit petite vis-i-vis de celle de Pexcitation. L’amortissement n’est
avantageux que dans le domaine de fréquence @ < +/%wy ou il limite 'amplitude de résonance; au-deld, sa
présence détériore la qualité de I’isolation.

Ezemples de procédés d’iselation de machines

Figure (2.5.10)
(a) Le moteur est équipé d’isolateurs de vibration sous la forme d’anneanx de caocutchouc séparant le moyeu
du stator du support sur lequel le moteur est fixé.



2.18 M. Géradin - Dynamigue des Consiructions Mécaniques

figure 2.5.10
modes d’isolation d’un moteur électrigue

- COMCRETE FOUNDATION %
ta Y ; T IR TR /72 = oo

'..0.- '_'.“ o ! -

(a)
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7 ZZ e i

LIF TING
SCREW

CONCRETE
FOUNDATION

SPRING :
ISOLATOR~,

frgure 2.5.11
Construction de dalles flotlanies

{b) Le moteur est monté sur des isolateurs de vibration comsistant en deux jambes de flexion disposées &
45°. Le montage résultant présente une raideur faible en torsion mais grande pour les mouvements de

franslation.

Figure (2.5.11)
(a) Fondation indépendante supportée par des isolateurs de vibration et congue pour étre posée & méme le
sol.

{b) Fondation similairve, construite en couvrant le sol d’un papier imperméable, posant un chéssis métallique
sur celut-ci, dans lequel on coule du béton. Aprés séchage, la dalle flottante est rendue opérationnelle
en la levant & Daide des vis prévues a cet effet.

Machines présentant un balourd

Comme illustration de systémes soumis & une excitation harmonique, considérons le cas de la figure (2.5.12).
Deux masses excentriques m/2 tournent dans des directions opposées avec une vitesse angulaire Q. Ce

modéle est représentatif:

- soit d’une machine présentant un défaut d’équilibrage,
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A\

3

m

figure 2.5.12
Ezestation provenant du balourd
d’une machine fournante

- soit d'un dispositif de mise en vibration d’une structure (moteur balourdé).

La raison pour laquelle on considére deux masses tournant dans des sens opposés est que les composantes
horizontales de 1’excitation se compensent et que seule subsiste la force harmonique verticale.

Le déplacement vertical des masses excentriques est

x+rcosfd

ol z est le déplacement du bati de machine mesuré par rapport & sa position d’éguilibre. Moyennant ces
définitions, ’équation différentielle du systéme est

2
M———mi‘—!—m—d; z+reosit)tez+khke=0
di?

soif
Mi + ¢k + kz = mr cos (U (2.5.34)
I’équation (2.5.13) permet d’en calculer directement la solution
z(t) = H{QmQPre® = | X |efH-9) (2.5.35)
avec
mr i 2e2

[Xi= ot tan ¢ =

H(E) \/(1 —_ g_g)g + (26%)2 wo(l — %O;.)

La figure (2.5.13) montre ’évolution de la valeur absclue de l’amplitude en fonction de la fréquence
d’excitation.
Elle montre que:

- quel que soit le taux d’amortissement dans le systéme, amplitude du mouvement de Ia masse principale
tend vers la valeur —Z | ce qui correspond & une absence de mouvement ponr le centre de gravité lorsque

Ie systéme tourne & grande vitesse.

- Dleffet du balourd peut &tre réduit autant que I’on veut en diminuant le rapport .

Ezcitation par le support

Un autre mode d’excitation Important (constructions soumises & un séisme, équipement embarqué sur
véhicule, capteurs de vibrations, ...) est I'excitation par le support. Considérons le systéme de la figure
(2.5.14) dont le support est soumis & un mouvement harmonique.

L’équation du mouvement s'écrit
mé+e(d—g)+kiz—y) =0 (2.5.36)
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1X1

7o

- S S T PP S DAY N U :".. .

5
10t oo
figure 2.5.13
Variation avec la vitesse de rotation
de Uamplitude de la vibration produite par un bolourd
m )
A
 [> %‘ i)
figure 2.5.14
Ereitation par le support
solt, en termes du déplacement absolu z
mi + ek + kx = ky + cy (2.5.37)
Si T’on représente le mouvement du support par
y= Yeéﬂt
et celui de 1a masse par
z = Xe'¥
on obtient ’expression complexe de la transmissibilité absolue
. : )
2(_ = k+ i = 1+22{;—° = |£|e‘w
Y 7 E—Q%2m+iQc 1_%%.1.21‘;_3} Y
soit, en amplitude et en phase
X 1 4- (2£82y2 2e(L)3
|?| = o g i) ) et ¥ =tan™?! %) o) TR (2.5.38)
(1 -2l +(5) 1— 5+ (2)

La transmissibilité absolue calculée ici en termes de déplacements adraet la méme expression que celle (2.5.32)
calculée en termes de forces. Flle montre que lorsque la fréquence propre du systeme est faible vis-a-vis de
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celle de Pexcitation, la masse m devient insensible & la vibration du support. Par contre, elle accompagne
celui-cl dans son mouvement lorsque la fréquence d’excitation est trés basse.

Sil’on caractérise la réponse par le déplacement relatif du support et de Ia masse

=z —y
La réponse est cette fols régie par 'équation

mi e+ ke = —mi {2.5.39)
de telle sorte que si I’on représente le mouvement relatif sous forme complexe z = Ze™¥ on calcule

Pexpression complexe de la transmissibilité relative (fig. 2.5.15)

z Q.4 1 ,
= =\—)V (2540
v =G s T )
soit, en amplitude et en phase
Z Q 1 2e02
Il = (=) et tan¢ = ——5=
Y Wy /(1 — %:)2 + (26%)2 wp(l— ;ﬂ;)
z
Y os
1%‘1 100 : : 1O (_?_u

figure 2.5.15
Transmissibilité relative
d'un systéme excité par le support

On observe cette fois que amplitude du déplacement relatif du support varie comme le carré de la fréquence
d’excitaiion tant que celle-ci reste faible vis-a-vis de la fréquence propre. Cette propriété d™un oscillateur
excité par le support est mise & profit dans la mesure de hautes fréquences de vibrations par accélérométres.

2.6 Principe de superposition

Lorsqu’on veut calculer la réponse du systéme linéaire

mi + ez + kx = f{t) (2.6.1)

4 une excitation f(¢) quelconque, on peut mettre & profit la linéarité du systéme pour appliquer le principe
de superposition.
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Définissons par

d? d

Popérateur linéaire qui nous perrmet de mettre (2.6.1) sous la forme

Llz(t)) = 1(2) (2.6.3)

ot soient fi(t) et fo(t) deux excitations qui donnent lieu aux réponses z1(¢) et z2(t)

Llor@®)] = f()  and Ll = folt) (2.6.4)

Si Von counsidére ensulte une excitation fs(t) de la forme

fa(t) = er f1(8) + e2fo(2) (2.6.5)

la linéarité de Popérateur dans la variable et ses dérivées entrane que la réponse correspondante est

z3(t) = erz (L) + camalt) (2.6.6)

puisque Pon a bien
Llzs(t)] =Le1z1(t) + caza(t)]
=c1 Lz (8)] + caLlzo{t)]
=c1fi(t) + c2fa(t)
=fa(t)

L’équation (2.6.6) représente le principe de superposition qui ne s’applique qu’anx systémes linéaires. Son
intérét considérable résulte du fait gue la réponse totale d’un systére peut toujours étre calculée en ex-
primant Vexcitation sous la forme d™une somme de sollicitations élémentaires (harmoniques, indicielles,
impulsionnelles,. .. }. Nous Pappliquerons d’abord au calcul de la réponse & une excitation périodique, 4
celui d’une excitation gquelconque ensuite.

2.7 Réponse a une excitation périodigue

Le cas de Pexcitation périodique se rameéne trés naturellement, par le principe de superposition, & une somime
de réponses harmoniques, puisque Vexcitation périodique peut étre décomposée par séries de Fourter en une
somme d’excitations harmoniques (fig. 2.7.1).

ﬁf(t)

figure 2.7.1
Fonction d’excitation périodique
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Soit f{t) une excitation périodique de période T = %‘- que l'on suppose représentable par une série conver-
gente de fonctions harmoniques & coefficients réels

1

790 + Z(ap cos piit - by sin p§t) (2.7.1)

p=1

o) =

avec les coefficients

9 (T
ap = ?J[ F(t) cos pSitde p=0,1,2...
0 (2.7.2)

T
by :%J{ f)sinptdt  p=1,2,...

qui représentent la participation des différents harmoniques & f({). En particulier, %(I[) représente la valeur
moyenne de f(f). La représentation par série de Fourier est toujours possible pour autant que les intégrales
(2.7.2) existent.

L’étude de la réponse forcée du systéme amorti & un degré de liberté a fait apparatre Uintérét de la
représentation complexe du cas harmonique. De méme ici nous substituerons & la représentation (2.7.1)
de Vexcitation I'une ou Pautre des représentations équivalentes

o0
fay= % Cpe?™ (2.7.3)
p=—02
ou encore
o0 )
F(H) = Re[Z A e (2.7.4)
p=0
qui donnent lieu aux coefficients
17 ;
CP = Tf f(t)e_wntdt p= 0: :t]-! :L_-z: st (275}
0
tels que
Cop=C;
T . 27.6
A=z [ foea p=0,12,.. .
T Jo
avec les équivalences
o :200 Gp = RB[C;P] b‘P = _Im[cp] (277)

AP :ZCP

On utilisera ici la représentation (2.7.4) qui permet, par application du principe de superposition, de mettre
la réponse sous la forme déduite de I’équation (2.5.11)

2(t) = 3 Re[H(pQ)A,e'? Y] (2.7.8)
p=0

ol H(p2) est la fonction de transfert du systéme & la fréquence pQ2

1
H(pQ) = H, = a — (2.7.9)
1-— (‘E’;;)z + 226(%)
La réponse (2.7.8) peut également étre mise sous la forme
i 1
2{(t) = Re[D | |Hpl ApefeH=22] (2.7.10)

p=0
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ol |Hp| est le module de (2.7.9) et
o 25
¥, = tan [1 — ( )2] (2.7.11)

est le déphasage associé & harmonique p de Pexcitation.

Lorsque 1’on n’est intéressé que par une caractérisation de ’excitation en réponse et en amplitude, on peut,
tout comme dans le cas harmonique, calculer les valeurs quadratiques moyennes

=_1 [T -~ PO\ 2
0 —

1

4T [Z(A epﬂf+A$ —zpﬂt)]?dt

et de méme

22 = —j/ (ReEH Ape'P)idt

p=0
Tenant compte du fait que

T
]/ eF g = ¢ & entler #0
0

On obtient, tous calculs faits, la généralisation des résultats (2.5.30)

EATA*— ZlA |

p-O p...()

oo
?= —EH A H AL = 55 [H 1A, P

p=0

(2.7.12)

Les contributions de chaque fréquence individuelle & 'excitation et A la réponse correspondante peuvent étre
caractérisées respectivement par les fonctions

- densité de puissance spectrale de V'excitation

Gi(w) =3 E |4,1%6(w — ps2) (2.7.13)
=0

- dengité de puissance spectrale de la réponse

Golw) = %Z B, P14, 28w — p0) (2.7.14)

La figure {2.7.2) représente une fonction de densité spectrale de puissance (excitation ou réponse) typique
d’un systéme & excitation périodique.

Selon qu’il s’agit d’une excitation ou d™une réponse, les pics correspondant aux différents harmonigues ont
une amplitude §|4,|? ou §]H, |4, °.
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figure 2.7.2
Densité de puissance spectrale
d’une grandeur périodique
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figure 2.8.1
Décomposition de excitation
en impulsions élémeniaires

2.8 Reponse a une excitation non périodigue

Dans le cas d'une excitation quelconque, il est possible, de la méme maniére que pour une excitation
q s '

périodique, de décomposer V'excitation f(t) en fonctions élémentaires et de calculer ensuiie la réponse par

application du principe de superposition. Selon les cas, on décomposera excitation en

~ une infinité de contributions sinusodales, par transformation de Fourier ;
- une infinité d’impulsions élémentaires, d’intensité f{r)Ar, comme représenté a la figure (2.8.1).
- une infinité d’échelons élémentaires, d’infensité A f(7), comme représenté a la figure (2.8.2).

La réponse a une contribution sinusodale ayant déja été calculée, il nous reste & calculer la réponse & une
impulsion ou un échelon élémentaire.

2.8.1 Calcul de la réponse 4 une impulsion
Considérons le cas d’un systéme soumis & une excitation impulsionnelle d’intensité fy a 'instant ¢ = 0

mi + ci + ko = fob(t) (2.8.1)

avec les conditions initiales homogénes &y = zg = 0.
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figure 2.8.2
Décomposition de Pexcitaiion
en échelons élémentaires

Si l’on intégre sur un intervalle de temps At infiniment court et que U'on prend la limite pour Af — 0

At

At
A:Il%I_I}IO A (mé + ¢ + ke)dt = fo Al%r—rfoj{) s(1)dt = fo

avec d’autre part, dans le membre de gauche

At

lim m#dt = lim [mz]§* = ma(0H)
LHT—0 0 At—0
At
lim cedt = lim [ez]y? = 0
a0 fg AT—0

vu la continuité du déplacement, et de méme
At

Iim kedt =0
At—0 fq

On en dédutt que soumettre un systéme a une impulsion fp revient & lul communiquer une vitesse initiale
2(0%) = o (2.8.2)
"

Avec les conditions initiales zp = 0 et 2p = {n‘%, Péquation (2.3.5) fournit donc Pexpression de la réponse

‘ fo —cwpt
o(t) = ————e" ¥ ginwy/1 — €2t
() m&)[}'\/l—ﬁz °

On en déduit Pexpression de la réponse impulsionnelle h(t), obtenue en faisant fo = 1

1 a0t gin o /T = €
— el ginwyy/ 1 — € >0
h(t) = { mwev1— ¢ ’ (2.8.3)

0 <0
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2.8.2 Calcul de la réponse & une excitation quelcongue par superposition de réponses impul-
sionnelles

Reportons-nous & la décomposition de ['excitation en une somme d’impulsions d’intensité f(f) comme
représenté i la figure (2.8.1).

A chaque impulsion élémentaire f{r}Ar 8(t — ) correspond la réponse élémentaire
Az(t,7) = f(r)AT At — 1)

d’oli la réponse totale pour des conditions initiales homogénes
z(t) o= Ef(’r}h(t —T)AT

soit, par passage & la limite pour Ar — 0

2(t) = jﬁ Hr )t — r)dr (2.8.4)

Le résultat (2.8.4) montre que la réponse d une excitation peut s’exprimer corame le produit de convolution
de D'excitation et la réponse impulsionnelle.

2.8.3 Caleul de la réponse indicielle

Dans le cas ou le systéme subit une excitation en forme d’échelon dans le temps

mi et +kx=fo t>0

$0:w70=0

(2.8.5)
sa réponse s’exprime comme la superposition d’une vibration libre et de la solution particulidre x = ‘%, 801t

z(t) = % + e A coswe/ 1 — €2t + Bsinwyy/1 — 2]

et Uapplication des conditions aux limites fournit les coeflicients

Jo Ae
A== i B = —
o © Vi

La réponse de (2.8.5) s’écrit done

z(t) = %{1 — ™ eoswp /1 — €2t 4 ﬁ sinwgy/1 — €%t]}

et on en déduit, pour un échelon unitaire, la réponse indicielle g(£)

1 €
Z{1 — e” 0 eoswe\/ 1 — €2t -+ ————sinwey/ L — €%t >0
g(t) = A [cose Vi—e oot I (2.8.6)

0 t<0
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2.8.4 Caicul de la réponse & une excitation guelconque par superposition de réponses indi-
cielles

La figure (2.8.2) montre que Vexcitation f(%) peut étre considérée comme le résultai d’échelons de charge
élémentaires Af{r). A chaque échelon de charge A f{7) appliqué en ¢t = 7 correspond la réponse élémentaire

Az(t, 7y = Af(r)glt — 1)
d’ou, par superposition, la réponse totale pour des conditions initiales homogeénes
#(t) = $0)90) + 322D ¢ - myar

et par passage a la limite pour AT — §

z(t) = f(0)g(t) + j di;;zg(t - r)dr (2.8.7)

Sous cette forme, la réponse comporte deux parties :
- la réponse correspondant au saut de charge f{0) en t = 0;
- le produit de convolution de la réponse indicielle avec la dérivée de Vexcitation.

On notera que le résultat (2.8.7) est équivalent & (2.8.4) puisque l'on a par intégration par parties

o(t) = 10)9(0) + [F(o(t =l + [ 1)~ yar
soit, en notant que g{(0) = 0
o) = [ HOF=mir (288)

Par comparaison des résultats (2.8.4) et (2.8.8), on déduit que la réponse impulsionnelle est la dérivée de la
réponse indicielle

he)=2 (2.8.9)

de méme que la fonction de Dirac ’interpréte formellement comme la dérivée d™une fonction échelon.
2.8.5 Calcul de la réponse 5 une excitation quelcongue par trapsformée de Fourier

Reprenons le résultat (2.7.3) obtenu pour la représentation d’une fonction périodique de période T

o
; 2
=5 G a= % (2.8.10)
p=—oo
avec les coeflicients r
Cp = %f F(t)e~ P Mgt (2.8.11}
0
51 Von pose
27
PR= AQP:(p'}'l)Q_‘QP:_T—
on peut réécrirve les résultats (2.8.10) et (2.8.11) souns la forme
_5~ 1 in,r _ 1 = QT
flt) = P;w T (TCp)e™ " = o P;w(TCp)e Al

i
TC, = / FE)em T gt
4]
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Pour une fonction non périodique, on peut faire tendre la période T' — oo et poser

Qp=w
Tlim (TCp) = Fw)

auquel cas on obtient les relations intégrales de transformation qui permettent de représenter la fonction
F(t) dans le plan fréquentiel et inversément sa transformée F(w) dans le plan temporel

HOE %/w Fw)e™ dw

o (2.8.12)
F(w) = ‘/ﬁ FR)e ™t dy

Les fonctions f(t) et F(w) représentent une paire de transformées de Fourier. F(w) peut étre considéré
comme la densité specirale de Pexcitation, en ce sens que F(w)dw est la contribution des harmoniques dans
Vintervalle [w,w + dw] & P'excitation f(¢). De la méme manitre, on obtient la représentation par intégrale de
Fourier de la réponse

1 f* ;
2(8) = o jf H{w)F(w)e™ duw (2.8.13)
27 J_ o
qui est le correspondant de (2.7.8) pour une excitation non péricdique. Sa transformée de Fourier est
oo .
X{w) = / z(t)e " dt (2.8.14)
0
et I’on en conclut que la transformée de Fourier de la réponse est fournie par
X(w) = H{w)F(w)

De la comparaison de (2.8.4) au résultat ci-dessus on déduit le résuitat fondamental selon lequel au produit de
convolution de deux fonctions dans le plan temporel correspond dans le plan fréquentie] le produit algébrigue
des transformées de Fourier de ces deux foncions

/t F(A(E — r)dr = H{w)F(w) (2.8.15)
0

Considérons en particulier le cas ou excitation est une impulsion d’intensité unitaire en £ = 0, a laquelle
correspond la réponse impulsionnelle A(t). Faisant

f(t) = 6(t)
on calcule la transformée de Fourier
m .
Flw)= f Fe ™dt =1
0

et on en déduit Vexpression de la réponse impulsionnelle

h(t) = % f_ ” H{w) eMdw (2.8.16)

qui montre que celle-ci est la transformée de Fourier de la fonction de transfert en fréquence (2.5.13) du
systéme. Inversémént, on a

H{w) = J{, " h(t)em s (2.8.17)

Le systéme peut done &ire caractérisé indifférermment par sa réponse impuisionnelle ou sa réponse complexe
fréquentielle, selon que ’on adopte sa représentation dans le plan temporel ou dans le plan fréquentiel.
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On peut, de la méme maniére que dans le cas de Vexcitation périodique, calculer Pénergie totale contenue
dans Pexcitation en évaluant 'intégrale
=3
| s
0

que Pon peut transformer comme suit en mettant a profit le caractere réel de f(t)

fo N )bt = 51; J/o - [0 j[_ Z Flw)e™ dwdt

= 511; _o:o F("")[Ow Ft)e dtdw
- = J[_ O:O P(w) F*(w)dw
eolt
[ rwa= o [ wepa 2518)

Le résultat (2.8.18) montre que L’énergie totale contenue dans le signal d’excitation peut indifféremment étre
évaluée par intégration de sa demsité d’énergie dans le plan temporel ou dans le plan fréquentiel. On peut
de la méme mamniere caleuler énergie totale contenue dans la réponse

fi " syt = - j/_ Z B ()12 () 2o (2.8.19)

Notons enfin gue la transformée de Fourier est particulidrement bien adaptée & une évaluation numérique
(Fast Fourier Transform). De ce fait, elle est la base des méthodes modernes d’identification du comportement
dynamique des structures par voie digitale.

2.9 Réponse spectrale

Le principe de la réponse spectrale consiste & évaluer la réponse du systéme a partir de réponses précalculées
pour certaines formes d’excitation prédéfinies. Cette maniére de procéder permet d’éviter le calcul explicite
de la réponse dans le temps lorsque la connaissance détaillée de son évolution n’est pas nécessaire.

On définit le spectre de réponse d’un systéme 4 1 ddl & une excitation spécifiée (choc, secousse sismique, ete.)
cornme étant le dicgramme de la réponse mazimele établi en fonction de la fréquence naturelle du systéme
et, éventuellement, de son coefficient d’amortissement.

Supposons le systéme soumis & une excitation d’intensité statique Fy et d’évolution temporelle ¢(#)

mi + c& + kxz = Fog(4) (2.9.1)

Si Von définit la réponse statique
F
Zor = TO (2.9.2)

tenant compte de (2.8.3) et (2.8.4) le maximum de la réponse & des conditions initiales nulles peut &tre évalué
par le facteur de réponse dynamique

T

« f —ewg(t—7) o3
n=(—)m=0<mf?§o{\/% f; $(r)em o0 ginwyy/1 = €3(t = 7)dr] (2.9.3)

Lstat

Le cas de la réponse & un échelon de force

Lorsque le systéme est soumie a un échelon de force d’intensité £

mi+cx+kr=1F t>0 {2.9.4)
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la réponse indicielle (2.8.6) fournit I'expression de la réponse

x(t) = %{1 — e~ eoswgr/1 — €2t + T/l—_%_gsinwg\/l —eH)y >0 (2.9.5)

et la vitesse correspondante a pour expression
a(t) = 2890 mewot i oo /T = 3 (2.9.6)
k /1 —¢?
Elle s’annule pour Ia premiére fois et donne lieu 4 une valeur maximale du déplacement au temps

T )
e 297
@ g w1 —€? ( )
Le facteur de réponse dynamique dépend donc dans ce cas du coefficient d’amortissement mais n’est pas
influencé par la fréquence propre du sysiéme

trnae =

T €T

=)

Son évolution en fonction du coefficient d’amortissement est représentée par la figure (2.9.1): on observe
qu’il est au maxirmum égal 4 2 lorsque le systéme ne posséde aucun amortissement.

=1+exp(—

(2.9.8)

"= (=) mas

Trtat

ol ol S S
N T I
T
|

o

-t
=
T
|

figure 2.9.1
Systéme & 1 ddl soumis & échelon de charge
Facteur de réponse dynemique en fonclion de PVemortissement

Le cas de lo réponse 4 une impulsion rectangulaire
Dans ce cas, Ia réponse est influencée par deux facteurs:

~ le rapport de la durée ¢; de Uimpulsion vis & vis de la période T' = %% du systeéme,
- le taux d’amortissement ¢ dans le systéme.

La réponse & une impulision rectangulaire peut &tre directement déduite du cas précédent, en notant que
Iimpulsion rectangulaire
Fy st 0<t<ty
£ = 299
® {O sinon ( )

peut étre construite par superposition de deux échelons.
Soit

F
zp(t) = ?D{l — e~ eagwny/1 — €2 4 ﬁsinwm/ 1 — e%]} (2.9.10)
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Ia réponse & un échelon obtenue en (2.9.5). En termes de celle-ci, la réponse 3 une impulsion rectangulaire
de durée ¢, peut étre exprimée sous la forme

2(t) = {m"(‘) 0<i<ty (2.9.11)

ﬂ:h(t)-"*mh(t—ti) ﬁ)f[

La réponse (2.9.11) est représentée par la figure (2.9.2) dans deux cas:
a) Poscillateur a une fréquence propre élevée: woty > 7
b) Voscillateur a une fréquence propre basse: woty < 7

figure 2.9.2
Systéme soumis & impulsion rectangulaire
Cas a: oscillateur & fréquence propre élevée (woty > 7)
Cas b: osctllateur & fréquence propre basse (woty < 7)

On veit que la nature du maximum n’est pas la méme dans les deux cas:

- dans le cas a), la durée de Pimpulsion est suffisamment longue pour que le maximum de la réponse
pulsse intervenir au cours de la phase initiale;

- dans le cas b}, Pexcitation disparait avant que le systéme n’ait atteint son premier pic. Le mouvement
continue par inertie, de telle sorte que Ie maximum du mouvement apparait aprés le choc.
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Pour procéder a I'évaluation du facteur de réponse dynamique, considérons le cas simplifié du systéme non
amorti. La réponse peut alors étre explicitée sous la forme

F,
—-Eo—(l — coswyt) b<icty
z(t) =
F
—Eq[coswo(t — 13} — coswqt] D<t<ty

on encore, aprés développement de la réponse résiduelle

F
?0(1 — coswol) 0<t<iy
0= Q—F—O—[s‘n WOT in (t— t—l)] t>t 2812)
k 2 Ty !
On déduit de (2.9.12) que la réponse spectrale est coustituée de deux parties:
- Pour la phase initiale de la réponse:
. T
1 —coswpty sl < E
ny = (2.9.13)
2 st iy > z
YT
- Pour la phase résiduelle de la réponse:
. t
ny = 2sm% (2.9.14)
et le facteur de réponse dynamique peut étre exprimé sous la forme
n = max{n;, ny} {2.9.18)
th

Le diagramme de la figure (2.9.3) montre, en fonction de la fréquence wy de Poscillateur et pour une
durée d'impulsion fixée, la variation du facteur de réponse dynamique. La réponse résiduelle domine 4
faible fréquence, tandis que la réponse initiale gouverne la réponse spectrale 4 fréquence élevée.
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3. Les Systéemes a

Deux Degrés de Liberté

3.1
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3.1 Introduction

Le comportement des systémes & deux degrés de liberté différe radicalement de celui de oscillateur & un
degré de liberté par les faits suivants :

- ils possédent denx fréquences naturelles auxquelles ils sont susceptibles de vibrer en ’absence de sollic-
itation extérieure ;

- pour chacune des ces fréquences, le mouvement correspondant est un mouvement synchrone {¢’est-3-dire
en phase) des deux masses du systéme ;

- le couplage entre les deux degrés de liberté autorise un transfert d’énergie d’une masse i Pautre du
systeme,

Ce chapitre, en méme temps de présenter Pintérét de servir d’introduction aux oscillations de systémes &
n degrés de liberté dont 1’étude sera faite de facon systématique dans le chapitre suivant, développe une
application importante des systémes & deux degrés de liberté : les amortisseurs dynamiques de vibration qui
sont utilisés pour réduire le nivean de vibration de nombreux systémes mécaniques.

3.2 Equations du mouvement d’un systéme non amorti

Considérons le systéme mécanique suivant.

—a,{) =%

iy

ATI77777 7777,

~ ~ a

figure 3.2.1

Systéme ¢ deur degrés de liberté

Il a pour énergies potentielle et cinétique

1 1 1
V= a-quf + §k2(42 )+ ;’M%

1 . 1 .
T= “imlq;f) + E"mzq‘z?

(3.2.1)

Si p1(t) et p2(t) sont les forces extérieures appliquées aux masses m; et mg , ou pent écrire les équations du
mouvement du systéme en utilisant les équations de Lagrange

d T, 08T 68y

755 " g T 5 B (3.22)

on obtient le systéme d’équations

my§y + kagy + ka(g — ¢2) = pa(f)

! 3.2.3
madz + k2(g2 — q1) + kaqa = po(t) ( )

On constate done que dans un systéme 4 2 ddl, il y a en général couplage entre ddl ; il est uniquement par
les raideurs dans le cas présent, mais il peut intervenir aussi par les inerties .

Le systéme (3.2.3) peut étre mis sous forme matricielle

Mg + Kq = p(t) (3.2.4)
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4 condition de définir:

- la matrice des raideurs du systéme

kit ke ke
K‘[ ks k2+k3]

que ’on écrit sous la forme générale

k1 kg
K_[km e (3.2.5)

Elle est symétrique et définie positive, ce qui se iraduit par la proprieté

¥ =x7

olt indice T' dénote Vopération de transposition matricielle, et le fait que la forme quadratique associée est
toujours positive

15 1
V=3g Kq:;zzkﬁqe%>0 q# 0
- la matrice des masses
| 0
M = [ 0 mg]

est elle aussi symétrique et définie positive, et de forme diagonale dans le cas présent. Dans le cas général,

on 1’écrit sous Ia forme
M = [m“ mm] (3.2.6)
ma1 Mgz

et son caractére symétrique peut &tre confirmé en réécrivant Pénergie cinétique sous forme quadratique
i .. 1.p . .
T:§ZZm,~quqf-=§q mg >0 q#0
et en notant que son expression est indépendante de Pordre des sommations.
Considérons un instant le systéme statique
Kq=p

associé & (3.2.2) : on peut I'éerire sous forme inverse

qg=Fp

avec la matrice des coefficients d'influence
F=K"! (3.2.7)

dont la symétrie traduit le principe de réciprocité de Mazwell, En effet, le terme f;; = f;; peut étre interprété
comme le déplacement de la coordonnée généralisée g; sous 'effet d*une force unitaire appliguée en j.
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Ezemple de détermination d'une mairice de raideur

Supposons que I'on ait & étudier les vibrations d’une poutre en flexion sans masse supportant deux masses
concentrées mm; et mg A mi-portée et en bout de portée

!
%L - 0

figure 3.2.2

Modéle & deuz degrés de liberté d’une poutre console

Pour une poatre de longueur 2 supportant une charge & son extrémité:

figure 3.2.3

Détermination d’un coefficient dinfluence

la fléche et la rotation & extrémité valent respectivement y = g—g; et ¢ = gg; Dol pour le systéme de la

figure 3.2.2, les coefficients d'influence

8
= oaET
£ £ ¥ i £ 5 £
fe=yG) + 43 X 5= gmr Y BEr = BET
z:-!
for = 35T
11 en résulte les matrices de flexibilité et de raideur
5 1 s 48 ET 116 -5
F = e— 16 K=" 2.
3EIL% ‘] T [—5 2] (328)

On peut également construire une matrice de masse pour une poutre uniforme en supposant la masse de
chaque trongon reportée aux deux extrémités. On obtient

wefy



Chapitre 3 - Les Systémes & Deur Degrés de Liberic 3.5

3.3 Fréquences et modes propres du systéme non amorti

Considérons le cas du systéme conservatif, c’est-a-dire en V’absence de forces extérieures et de dissipation.
Les équations du mouvement se réduisent alors & la forme homogéne

Kq+ Mg =0 (3.3.1)

Recherchons en particulier des solutions de type synchrone, c’est-a-dire telles que tous les points soient en
phase, ce que on écrif

q(t) = ¢(t)x (3.3.2)

olt le vecteur x représente ’amplitude du mouvement et ot le scalaire $(t) représente sa loi d’évolution
temporelle.

Par substitution de (3.3.2) dans (3.3.1), on obtient
Kx(t) + Mxd(t) = 0
soit, si I’on explicite les deux équations du mouvement

8(t) _knxy kpzs ko4 kogzs

¢(t) B 1) Moty
ce qui n’est possible que si .
#(t) — Ad(f) =0 (3.3.3)
x étant la solution de
(K+AM)x=90 (3.34)
soit, explicitement
ki +dmy ki2 Tyl _
[ kia k22 + Amz] [»’Bz} =0 (3.3.5)

Ce systéme n’admet de solution non triviale que si dtm(K + AM) = 0, équation 2 laguelle correspondent
les racines

1 Fi . kg ki kaz | 4k, o
Aq o = —— Zir ez f2 3.3.
12 = —3 {{( - ):‘:[( X 2) o 2] (3.3.6)
Celles-ci étant manifestement toujours négatives, on peut écrire A = —w? |, et remettre le probléme des

vibrations libres sous la forme classique
Kx = w?Mx {3.3.7)

dont les valeurs propres vérifient ’équation algébrique
dim(K —w?M) =0 (3.3.8)
La partie temporelle de la solution vérifie ’équation différentielle
F+wd=0 (3.3.9)
et admel donc la forme générale de type harmonique
¢ = Acoswt + Bsinwt (3.3.10)

avec une pulsation naturelle correspondant A I'une on 'autre des racines

2 { kll k22 - [(f&l _ 5'2_2_)2 + 4k12 ]1/2}
mz mq ™me Mo (3.3-11)
Wl = {(kn kaa +[(m _ _]_033)2 Pt 4k}, SZE iy
2 mi mz mi g3} myms
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1l correspond aux valeurs propres (3.3.11) deux wecteurs propres, on modes propres, que I’on note *(1) et x(2).
Ceux-ci ne sont connus qu’s une constante prés,

Ils sont calculés en exprimant les rapports d’amplitude enfre composantes

= Ty _ B11 —wimy _ —kya
3’}(1};1 klZ kzg - wfmz (3 , 12)
Po = $(2),2 — _kll —w%ml - -—klz ..
(@)1 k12 kay —wims
et s’expriment donc
1 1
K1) = [T’l] et X)) = [1"2] (3313)

Les fréquences propres wy et wq sont les fréquences auxquelles le systéme est susceptible de vibrer librement,
et les modes propres associés décrivent les rapports d’amplitudes pour les mouvements synchrones des deux
masses qui y correspondent. A tout instant, le mouvement du systéme peut &tre exprimé par deux solutions
élémentaires

q(t) = (A1 coswit + By sinwit)x(yy + (Az coswat + By sinwat)x s (3.3.14)

Les coefficients A3, By, Az ef By sont 4 déterminer en fonction des conditions initiales.
Exemple du systéme masse-ressort
Reprenons exemple de la figure 3.2.1, avec les valeurs particuliéres
ki=ko=k, ks3=2k et m=m, mo=2m
11 en résulte les matrices de raideur et de masse
2 -1 19
K_4_13]etm_mb 4

et les valeurs propres sont solutions de

2 _Tk .1_\/3'_3_2_ LAY

v ‘4mi2 (Zm) lo(m)
7 3.k

=G*n

soit wlz\f% et wgzﬁ.\fr%:l.SSll\/ﬁf

Posant arbitrairement que la composante de chaque mode est égale & I'unité, on déduit de (3.3.10) les modes
propres du systéme

H
‘xa)z[l 1} et x%b:{l —-§]

Dans le premier mode, les masses vibrent en phase, de telle sorte que le ressort central ne subisse aucune
déformation. Par contre, dans le deuxiéme mode, les masses ont des mouvements en sens contraires et
compriment le ressort central.

Ezemple de systéme en forsion

Considérons le systéme en torsion de la figure 3.3.1, constitué de deux volants d’inertie I et I couplés par
un arbre en torsion de raideur & = %—J.

Le systéme repose sur deux paliers, de telle sorte que la rotation de ’arbre rigide ne soit pas empéchée,

Notant ¢, et #5 les angles de rotation des deux inerties, on calcule successivement

1, . 1
7= §(1193 + I,6%) V= gk(f - 0;)*

les matrices de raideur et de masse

71 -1 [n o
R L
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figure 3.3.1

Systéme en torsion & deus degrés de liberté

et ’on note que la matrice K est singuliére en raison de la présence du mode rigide de rotation qui ne donne
lieu & aucune déformation.

Le probléme aux valeurs propres (3.3.8) donne lieu & ’équation aux fréquences propres

k - W2I1 —k _
det [ — kmszg] =0
dont les solutions sont
2 _ k(L + Io)

wi=0 et wi= 15

On vérifie aisément que la premitre correspond bien au mode rigide x%‘l) =[1 1]. Laseconde donpe lieu au
mode propre élastique

I
T _ L
xy =1 - };’]

et le vecteur des forces d’inertie Mx correspondant est
Mxggy =[1 — L]

ce qui traduit le fail que les couples d’inertie associés anx mouvement des disques 1 et 2, du fait de
I’absence d’appui, sont nécessairement égaux et opposés de maniére & réaliser 1’équilibre dynamique au
sens de d’Alembert.

FEzemple de la poutre console

Reprenant les matrices de raideur et de masse calculées pour le modéle simplifié de poutre console de la
figure 3.2.2, on obtient les valeurs propres

96 EI
2 _ = — 3.
wl= mg4[10d:\/86] A (3.3.15)
soit Bl BI
wr=9.962— et wi= 264.3—

pour lesquelles on calcule les modes correspondants en résolvant I'équation
16 — 22 -5 Ty 0
—5 2 - A Io -
avec le paramétre A défini par I’équation (3.2.15). On obtient

0.327 1
x(1)=[ 1 ] ¢ X = [—0.654]

L’examen des formes correspondantes (figure 3.3.2) monire que la déformée du premier mode présente une
pente assez continue alors que le deuxiéme mode comporte un noeud de vibration.
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¥ Amplitude du mode

v

0 ¢/2 ¢
figure 8.3.2

Modes de vibration du modeéle poutre-console & 2 d.d.1.
3.4 Transformation de coordomnées - Couplage entre degrés de liberté

Considérons le modéle simplifié de la figure 3.3.1 permettant I’étude des vibrations d’une automobile dans
le sens vertical. La suspension est représentée par des amortisseurs k; et ko et son amortissement est négligé.
De plus, la raideur des pneus étant trés grande vis-a-vis de ¢elle de la suspension, on suppose en premiére
approximation que la masse des essieux est solidaire du sol.

On note par m la masse du véhicule et I son moment d’inertie autour du centre de masse. Les essienx avant
et arriére sont respectivement aux distances a et b de celui-¢i. La translation verticale z({) est mesuzée a
partir de la configuration d’équilibre, de telle sorte que le poids de la voiture soit équilibré par la compression
initiale dans les ressorts de snspension.

' b
7 S
Jp—— ‘\_:g_,_\

i —

; FANILN 1y
Wi g_a.a..ma ..... &@_me.] Y
% S ——— o v
\f 3 }:nmawam&ﬂuw-m&wﬂ 3 }wma}‘,

t‘\ I’ \ 4

b & \\ /l
) [V A/
: L «
@)

1_7
@
i @
)N

x
b ~ Equilibrivem
&tz —af) position
13}

figure 3.4.1

Schéma de principe d’une suspension de votlure modéle & deuz d.d.1

Deux choix de degrés de liberté sont possibles pour calculer les énergies potentielle et cinétigue du systéme.
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51 on utilise le déplacement x et la rotation ¢ du centre de gravité

V= %kl(x —af)? + é—&rg(x + b0)?

1. 1.
T = Emmz 4+ -72-Ic92

il en résulte le systéme d’égnations

ki 4+ ko —kya 4 kb F + m 0 x' =0
—kya + kob kldz + kzbz # ¢ I 4|~
§i, d’autre part on utilise les déplacements z, et &5 des essieux avani et arridre

1 1
V= Eklfﬂ% + §k2$§
1 b2y + azs

T:§m( a+b

Les équations du systéme g’écrivent alors

2 —_—
ool [a], [ B Ta)_,
0 kol |z m:i—fg m::jfblg ;cz -

b 1 1&2—1‘712
) +21C( a+b )

3.9

(3.4.1)

(3.4.2)

(3.4.3)

(3.4.4)

Les deux systémes d’équations décrivent le comportement du méme systéme mécanique; toutefois, on observe
que dans le premier cas le couplage entre ddl intervient uniquement 4 travers les raideurs, alors que dans le
second cas le couplage se fait par les inerties. Le couplage entre ddl est donc toujours fonction du choix des
degrés de liberté ; le découplage total entre degrés de liberté est obtenu lorsque ceux-ci sont définis dans la
base des modes propres. On peut alsément réaliser un découplage total dans le premier cas en ajustant les

raideurs d’essieux de telle sorte que
kla = kzb

Dans ce cas, la caisse vibre naturellement en translation pure & la fréquence

fRy + ko
Wi = ooy

et posséde également un mode de rotation pure a la fréquence

kia? 4 kb2
wo =4 f — v
Y I

3.5 Le phénoméne de battement

Un phénomeéne trés intéressant est le baitement observé lorsque les fréquences propres du systéme 4 deux
degrés de hiberté ont des valeurs trés proches. Pour I'illustrer, considérons le cas de deux pendules ideniiques

connectés par un ressort comme le montre la figure 3.5.1, pour lequel on calcule successivement

figure 8.5.1
Systéme 4 deur degrés de liberié faiblement couplés.



3.10 M. Géradin - Dynamigue des Constructions Mécanigues

- Pénergie cinétique
7= %mﬁéf +67] (3.5.1)
- I’énergie potentielle
V= %kaz(ﬂg ~ 61)? + mgé(2 — cos 6 — cosfy)

soit pour de faibles amplitudes de mouvement

1 |
Vo~ §ka2(92 — 0%+ -imge(ef + 6%) (3.5.2)

Ses équations du mouvement résultent immeédiatement de Papplication des équations de Lagrange

me2 0 (6 L [met+ka®  —ka? 6] _,
0 me|io, —ka? mgl+ka®| 0]

et Péquation aux valeurs propres

mgl + ka? — w?mf? —ka® 61]
[ —ka? mgl + ka® — wim? | |6, | T 0 (3.5.3)
donne lieu & 1’équation aux fréquences
mgl + ka® — w?ml® = tkha®
On en déduit les deux fréquences naturelles
/g _{g kEa?
W = ﬁ et g = ‘\ E + 2?'—}’;25 (354)

figure 3.5.2
Phénoméne de battement (g = 11 rad/s , wy =9 rad/s)
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Les modes correspondants sont obtenus par substitution de (3.5.2) dans I’équation du mouvement (3.5.1)

1 1
Xa) = {1] et xp = E_l]

On voit que dans le premier mode, les deux pendules oscillent en phase, dont sans aucune compression du
ressort et sans changement de fréquence, alors que dans le deuxiéme mode les pendules sont en opposition

de phase.

Le mouvement libre admet, compte tenu de (3.3.12), la solution générale

81 (2) = Ay coswit + By sinwif + Az coswat + By sinwyt
84(t) = Ay coswil + By sinwit — Ap coswat — By sinwst

Calculons les coefficients A; et B; pour les conditions initiales
0:(0) = 6o , 62(0) = 6,(0) = 6,(0) = 0

Les équations (3.5.5) deviennent

0i(t) = 7'12'90[005 w1t + coswqt] = fp cos ' ;ultcos g ;Qlt
1 . _ .
aﬂ(i) = §ea{cosw1t — €08 uzt] = @y sin Wz =W tsin wa _; wlt

(3.5.5)

Dans le cas particulier ol 1e couplage par le ressort est trés faible, on peut définir une fréquence moyenne et

un écart de fréquence

w _witwr g+1k a?
™ 2 - £ 2m1/g£3
_]iAw_wg—wlle az
2 - 2 —2m1/g,€3

et le mouvement prend la forme

1
#1(t) = 8o cos -§Awt. COS Wt

(%) = fo sin %Awt. SIn Wt

(3.5.6)

1l s’agit done d’un mouvement de fréquence wy, dont I’emplitude est modulée par une fonction harmonique

de fréquence Lw/2 , Aw étant le fréquence du battement.

Le phénoméne de battement ainsi mis en évidence est caractérisé par un échange périodique d’énergie enire
les deuz degrés de liberté puisque l’on constate que 'amplitude de ['un est maximale lorsque Pautre est

pratiquement au repos.

3.6 La prise en compte des forces de dissipation

Considérons a présent le méme systéme, doté d’un amortissement réparti de méme maniére que la raideur.

| AAAA—]
m, - m,
(L PP II7IT
Gy C, C3
figure 3.6.1

Systéme dissipatif & deus d.d.1
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On peut adopter ’hypopthése de Rayleigh [1] selon laquelle la dissipation est proportionnelle 4 la vitesse de
déformation et calculer une fonction de dissipation guadratique dans les vitesses généralisées

D= % 3 Bg (3.6.1)

dont on déduit les forces généralisées de dissipation par

oD
Q= —Té (3.6.2)

Pour e systéme de la figure 3.6.1, la fonction de dissipation de Rayleigh s’écrira

1 . 1 .. . 1 .

D= §Clq% + 562((12 —41) + ‘5039%
d’oll la matrice d’amortissement
late —C2
B= [ ~cy e+ (:3] (3.6.3)

Tout comme la matrice de raideur, elle est symétrique et définie posttive, ce qui traduit e fait que le systéme
est purement dissipatif.

Ecrivant les équations de Lagrange sous la forme

d 8T, 98T 6V 48D

e ) e A e - — = O 3.6.4
il vient les équations générales décrivant le mouvement du sysiéme amorts
Mg+ Bqg -+ Kg = p(t) {3.6.5)

ou le terme
~Mq représente les forces d’inertie,
—¥ q représente les forces de rappel élastique,
—B§ représente les forces de dissipation,
p(t) représente la sollicitation extérieure.

Le systéme différentiel linéaire & coefficients constants (3.7.1) comporte n équations du second ordre & n
inconnues. Sa réponse dépend donc des conditions initiales sur le déplacement et la vitesse en t = 0, notées

qp et gq.
3.7 Vibrations libres du systéme amorti

En ’absence de forces extéricures, on obtient les équations du monvement régissant les vibrations libres du
systéme amorti

Kq+Bg+Mg=0 (3.7.1)

dont on exprime la solution générale sous la forme
a(t) = xe**

La substitution de celle-ci dans ’équation (3.7.1) fournit ’expression du probléme aux valeurs propres

(3.7.2)

Bii 4 Abi + A%myn ki 4+ Abia + A%maa | [z ] _ 0
krg+ Abiz + A%mag kag 4 Abaz + MPmag | [ @2

ce qui donne lieu & I’équation caractéristique du quatridme ordre en X & coefficients réels. 1] est possible de
montrer que pour un systéme purement dissipatif, propriété qui se traduit par la condition que B est définie
positive, les racines sont soit réelles négatives, soit complexes conjuguées & partie réelle négative, selon que le
mode correspondant est faiblement ou fortement amorti. Un calcul long et fastidieux permettrait de vérifier
ce résultat par le critére de Routh-Hurwitz. Toutefois, une preuve beaucoup plus aisée en sera obtenue lors
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de 1’étude détaillée des systémes & n degrés de liberté. Dans le cas d’un amortissement faible, on peut les
exprimer sous la forme complexe

A . A ,
)\;} = —py +iw] et Ai’} = —fig kdwh  fy, g >0 (3.7.3)

ol w; désigne les fréquences amorties, inférieures a celles du systéme conservatif associé.

Pour exprimer les modes correspondants, on les représente sous la forme

1
X6 = [r,} (3.7.4)
le rapport r; entre composantes étant calculé par I"une ou I'autre des relations

ki + A5b1y + Mimpy Eig + Ajbia + Aimia

= — = — 375
k1z + Abiz + Afmia ka2 + Ajbaz + Afmas (3-79)
de telle sorte que les modes propres du systéme amorti solent eux aussi complexes conjugués
WY =yo iz et Y=y iz 3.7.6
Xy = Yo T xiay) = Y@ Fi20) (3.7.6)

On peut donc exprimer la réponse libre du systéme amorti sous la forme
a(t) = e~ MY [Crx )™t + Coxpaye™™1Y] + 62! [Cyx(aye™st + Caxqaye ')

Les modes étant eux-mémes de forme complexe, la contribution de chacun d’eux 3 la solution temporelle
comporte un déphasage entre composantes. On peut 'exprimer composante par composante sous la forme
réelle

q1(t) = Ar1e™#% cos(wy 't + @11) + Agze#2F cos(ws't + B13)

02(t) = Azre™"" cos(wn/t + $a1) + Agae™#*" cos(wa't + $2) (3.7.7)

Un cas particulier important est celui de Pamortissement proporiionnel caractérisé par une matrice d’amor-
tissement de la forme
B=0oK-+M (3.7.8)

Retournant 3 1’équation aux valeurs propzes (3.7.2), on peut mettre celle-ci sous la forme

Eua(l4ad) + mu(BA+ 22 kol + ad) + ma2(B8A + A%)

BN | oL+ ad) +maa(0 +2) Eaa(l+ ad) + moa(BA + A7)

=0

et sa résolution est immeédiate & condition d’opérer le changement de variables

A2

RETTSY (8.7.9)

et de comparer le systéme ainsi obtenu au systéme conservatif (3.3.8) associé. On obtient la correspondance
entre racines
A+ (B+awi)d; +w!=0 (3.7.10)

et les modes propres coincident dans ce cas avec ceux du systéme conservatif. Le facteur 8 + aw? peut
8tre considéré comme un facteur d’amortissement attaché au mode et donne lieu 4 un {auz d’emortissement
critique modal

g =

B3]

(awj + ﬁ') (3.7.11)
Wy
en terme duquel on caleule les racines
A =wi(—e; £y /1~ sf) (3.7.12)

La solution vibrations libres correspondante

q(t) = Cre™"“** cos(y/ 1 — efwit + By)x1) + Cae™*?" cos(4/ 1 — eZwat + B2)x(a) (3.7.13)
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ne fait plus intervenir de déphasage entre différentes composantes d’une méme contribution modale a la
solution.

L’hypothése d’amortissement proportionnel ainsi introduite remonte & Rayleigh [1]. Elle a été reprise et
généralisée notamment par Caughey [2] et est largement utilisée dans 1’étude des systémes faiblement dis-
sipatifs pour lesquels on peut sans grande erreur assimiler les modes propres du systéme amorti & ceux
du systeme conservatif et caractériser la dissipation par le coefficient d’amortissement de chacun des deux
modes.

3.8 Réponse forcee

Retournons & I’équation (3.6.5) décrivant le mouvement du systéme amorti et considérons le cas d’une
excitation harmonique

p(t) = Fj;;] et = f &'¥? (3.8.1)

La réponse forcée harmonique s’exprime sous la forme correspondante

_ P dwr L dwt
g(®) = Lﬁz] et = xe (2.8.2)

ol @1 eb zo sont des amplitudes complexes de mouvement gui vérifient ’équation
[K + iwC — w*Mlx = £ (3.8.3)

La matrice
Z(w) = K + iwC — wiM (3.8.4)

de terme général
: 3
zii(w) = kij + fwegy — wimyj

est la matrice des impédances complexes du systéme et son inverse, qui fournit B les amplitudes de
déplacement en fonction de celles de Pexcitation,

H(w) = Z™"{w) {3.8.5)

est la matrice des coefficients d’influence dynamiques ; on obtient

1 Lyz(w)  —Zna(w)
S ) [—Z?fz(w) Za(w) ]

avec, en fonction des solutions propres du systéme libre, 'expression du déterminant
det[Z(w)] = miymaa(pf + @i + 2iwp — W) (43 + w3 + 2iwpg ~ %)

En particulier, lorsque le systéme est exempt d’amortissement, la matrice des coefficients d’influence dy-
namiques perd son caractére complexe et admet Pexpression explicite

H(w) = 1 ka3 —wimgy  —kga+wimin
mymag(w? — w¥)(W? ~ wl) |~k +w?imy k- wimyy

Un coefficient d’influence principal tel que Hii(w) prend lallure de la figure (3.8.1). Il montre 'apparition
d’une résonance pour chacune des fréquences propres w? et w3 du systdme. La fréquence d’antirésonance
wg = kpa/myy est d’autre part caractérisée par I'insensibilité du déplacement ®1 & Pexcitation qui hul est
appliquée.
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figure 3.8.1
Evoluiion d’un coefficient d’influence dynamique
principel avec Iz fréquence(systéme non emorii)

figure 5.9.1

Schéma de principe de amortisseur dynamique non dissipatif

3.9 Les amortisseurs dynamiques de vibration non dissipatifs

Soit une masse m; , montée sur une suspension de raideur k; : le systéme vibre naturellement & la fréquence

[ k1
Wy = ——
F1250

et enfre en résonance lorsqu’il est sollicité par une force extéricure de méme fréquence f(t) = F} sinw,t.
q i

La résonance de ce systéme peut étre modifiée de deux maniéres : soit par modification de la masse et/ou
1a raideur de la suspension, soit par addition d'un deuxiéme degré de liberté au systéme.

Considérons le systéme de la figure 3.9.1 modifié par addition d’une masse m, par Pintermédiaire d’un ressort
k.

Les équations régissant la réponse harmonique du systéme combiné deviennent

k1+kg—w2m1 —ky €1 | Fy
2w 2] (][5 as
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dont on déduit les amplitudes de réponse des deux masses

_ (ks — w?my)Fy
1= (k1 + kg —w?my) (ke — wimg) — k2

x

B ko Fy
2= (k‘l + ko — wzml)(kg — wzmz) - k‘%

&

On peut les écrire sous forme non dimensionnelle avee les définitions suivantes

Wy = %3; la fréquence naturelle du systéme primaire
Wy = ;—% la fréquence naturelle du systéme additionnel
n=2 la masse additionnelle relative
Tt = % la déflection statique du systémne primaire
on obtient
-5
By = Tyt - —= 5
1+p t:':)z - (:'_n)z.l[l - (f:) - F‘(Zyulf 2 (3.9.2)
1
Ly = Tgt

[+ A(% — (EVI - () = (&) - W)

On constate que "amortisseur remplit sa fonction pour la fréquence d’addition w = w,. Il vient dans ce cas

0 -1 -R
Iy = T2 =¥t~ w ==
mzE) ke
I’égalité kezy = —Fi montre que 'amortisseur exerce sur la masse principale my une force égale et opposée

a la force appliquée. L’amplitude du mouvement de la masse secondaire est inversément proportionnelle &
la masse elleméme.

Pour des fréquences de fonctionnement voisines de w, = w,, on obtient un diagramme dont ’allure est
comparée 4 celle du systéme & 1 ddl par la figure 3.9.2.

& Kﬂ!xsk

=
=
i

-3

figure 8.9.2
Amplitude déplacement de la masse principale
en fonction de w dans le cas wy, = wq el p = 0.2
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A noter que la masse additionnelle injecte une seconde fréquence de résonance dans le systéme et que
Pamortissement n’est effectif que dans une plage de fréquence trés étroite.

Si d’autre part on fait varier la masse additionnelle relative, on peut encore calculer I’évolution des fréquences
du systéme modifié dans le cas w, = w, .

C!Jz Cb’z
(1+P“;z)(1_;§)—#—0

L
L+ Eyp+7g (3.9.3)

Lenr évolution est représentée par le diagramme de la figure 3.9.3.

solt

w* =

M @3}@@0
15
W——' °°°°° = iﬁ
i
gesabocsccond - B
3
B [] L § i I },Ejg
] d .2 3 & B
figure 3.9.8

FEuolution des fréquences propres wy et wy
en fonction de le masse additionnelle

Dans le cas plus général ol w, # wy , wy et wy peuvent étre évalués par la relation

2(1+# ”;I:\/( (14‘#) wn)2+#w2w2 (3.9.4)

qui donne d’ailleurs liew & une construction graphique analogue au cerche de Mohr.
3.10 Les amortisseurs dynamiques de vibration dissipatifs

L’amortisseur dynatnique, en ’absence de dissipation, n’est que d’un intérét trés limité en raison de sa
sélectivité en fréquence, Noua allons voir comment et dang quelle mesure son efficaciié peut étre étendue 3
une large gamme de fréquences par introduction d’une dissipation approprié.

Soit douc le systéme de la figure 3.10.1 dans lequel le mouvement relatif des masses m et my est amorti par
un amortisseur visqueux de constante e.

Les équations régissant sa réponse forcée s’écrivent
ki 4+ ky —kz] [91 ¢ —c|[d [ml 0 ] [th] [Fwim
. = 3.10.1
[ -~k b 1 o] Tl-c © 11% 1o me | 0 ( )

[g;] - [iﬂ e (3.10.2)

les amplitudes complexes de réponse sont solutions de

Posant

[zc1+k2+z'wc—w2ml (k2 +iwe) Hml}:[ﬁ] (310.3)

(k2 + iwe) ko + iwe — wime | | 22 0
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fgure 3.10.1
Schéma de principe de Pamoriisseur dynamique dissipaiif

soit
(kg + dwe — wzmg)Fl

1= [ky + k2 + twe — w2my][ks + iwe — w2mg] — [ke + dwc]? (3.10.4)
(kg + twe) Iy o
T =
2 (k1 + ko + twe — wimy|[ks + dwe — w?mg] — [k2 + twe)?
Pour mettre la réponse de la masse principale sous la forme
1 |21 e
7R
on note que ¢ = 2% 4 pour module
o] = [a? 4 b?
1EVarae
d’ol R
.,:E_l_ = (kg — wsz)z + wzc2 (3 10 5)
Fi| 7 (k) = w?m))(ke — w?my) — wimaks]? + w2e2[k) — w?my — w?my]? o

On peut mettre expression (3.10.2) sous forme non dimensionnelle comme dans le cas non amorti en
définissant

Wy = f—’:;’;- la fréquence naturelle du systéme primaire

Wy = % la fréquence naturelle du systéme additionnel

p=2 la masse additionnelle relative

Ty = % la déflection statique du systéme primaire

B == la fréquence d’excitation rapportée & la fréquence de résonance du systéme primaire
a= la fréquence d’addition rapportée

(= ;"n le pourcentage d’amortissement critique avec ¢, = 2v/komg = 2w, my

Tous calculs faits, on obtient

(_@-__)2 — ('5\‘2 - ﬁ2)2 + (anﬁ)z
st [(1 = 32)(a? = B%) — & F2u]® + (2(af)?(1 - 57 ~ B2u)?

(3.10.6)

Dans le cas p = 1/20 et o« = 1, le module de la réponse est représenté par la figure 3.10.2. Pour { = 0, on
retrouve la courbe de réponse de ’amortisseur dynamique non dissipatif et pour { = oo, le systéme dégénére
en un oscillateur 3 un degré de liberté de masse my + ms.

On note l'existence de deux points fixes P et (), ¢’est-a-dire indépendants de ¢ . Ils sont nécessairement

solutions de
(2082 (2ep)*(i— 8 - pp)
(02 =572 (e — B2)(1- B2) — a2 (3.10.7)
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o

figure 3.10.2
Réponse en fréquence de la masse principale
en fonction de amortissement (u = 0.05, ¢ = 1)

On obtient les solutions

(228)? =0
1. (1-8% - 3y _
Ry Dy Bt
1 (1-p%-p%)

0

- f T (=1 =B~

De ces trois solutions, seule la deuxiéme correspond & une égalité non triviale; elle produit la relation

A1+ g) B+’ +ei)ta’=0 (3.10.8)

qui donne lieu & deux racines B et B2 correspondant a P’abscisse des points P et . L'ordonnée de ceux-ci
est calculée en posant en particulier { = oo ; notant que £ < 1 < 2, on obtient

T1 1 x1 1
Zulp =] = 10.
(%JP 1-51(1+p) ot (-Tst)q B2(1+p)—1 (3.10.9)

10.1 Réglage optimal

Notre objectif est de rendre minimale la réponse du sysiéme dans la plage de fréquence w ~ w, . Pour le
réaliser, on impose en premier lieu aux deux pics de réponse, correspondant approximativement aux points
P et ¢} , d’avoir la méme ordonnée

1 1
L=Bi(14p)  Bi1+p) -1

solt

2
2, 32 _ 3.10.10
B +6 =1 (3.10.10)
Notant d’autre part que d’aprés (3.10.8)
T+ a2(1+4p)
2 2
Bi+ B = e (3.10.11)

on déduit que Pamortisseur dynamique avec dissipation est réglé de fagon optimale lorsque

O = opt = "l—i';; (3.10.12)



3.20 M. Géradin - Dynamique des Constructions Mécanigques

La relation ci-dessus donne le rapport optimal & respecter entre la fréquence w, du systéme primaire et la
fréquence d’addition w, . Par exemple, si la masse de 'amortisseur dynamique vaut 1/10 de la masse du
systéme primaire, le réglage optimal correspond 4 la fréquence d’addition

i

o1 - 09lwa

e =

10.2 Dissipation optimale

Pour calculer la dissipation optimale dans le systéme, on note qu’il est possible de choisir une valeur du
paramétre d’amortissement telle que les points fixes P et §) coincident pratiquement avee les points maxima
correspondants.

Considérons la figure 3.10.3 qui correspond & un systéme avec amortisseur dynamique de masse i = 0.25
réglé de facon optimale.

(1) (2) 1)

figure 8.10.3
Recherche de Pamortissement optimal p = 0.25

- La courbe (1) correspond au systéme non amorti.
- La courbe (2) correspond au cas { = co.
- Les courbes (3) correspondent & un maximum placé tour & tour aux points P et ¢} .

Si Ion calcule tour & tour les valeurs de ¢? donnant lien 4 un maximum de réponse en exprimant pour
& = gz les conditions

a[ 3 ]2 a[ Iy ]2
——Est =0 et Lot =1 (31013)
2 b4
a8 5 ap o

on obtient deux conditions qui ne peuvent é&tre réalisées simultanément

2 _ P _ B 2 _ H# H
C1"8(1+,u)3(3 V#+2) e & 8(1+p)3(3+\/,u+2)

On prendra donc comme valeur optimale approchée du pourcentage d’amortissement critique la valeur
moyenne

Iu
2 __F J10.14
T8+ pf ® )

Si l’on reprend le cas d’un systéme o la masse de ’amortisseur vaut 1/10 de la masse du systéme initial,
on trouve pour 'amortissement optimal la valeur relativement faible de ¢ = 0.168.

10.2 Amplitude mazimele de réponse pour Uemeortisseur optimal
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Dans le cas oll & = wypy , les points fixes sont situés aux abscisses solutions de

2 2 _
T+p " Q+pQ+p)? "

i
2= (1%, /o5
A 1+,u( 24 p

et Tordonnée des points fixes P et ¢ vaut
- \/1+42- (3.10.15)
gy I

Elle est d’autant plus faible que 1a masse de "amortisseur est grande. Dans le cas olt g = 1/10 , on obtient
I’amplitude maximale de réponse

g 0

soit

Ty
Est

=486

10.4 Dissipation optimale dans un emoriisseur dynemique connecté au systéme primaire sans ressort in-
termédiaire (Houdaille)

En général, ’amortissenr dynamique le plus efficace est obtenu lorsque la masse auxiliaire est connectée
au systéme primaire par Vintermédiaire d’un ressort. Pour les systémes en torsion,plutot que de réalizser un
amortisseur dynamique optimal, cornme représenté par la figure 3.10.4., il peut s’avérer plus simple d’ajouter
une rasse couplée au systéme primaire uniquement. Le principe de montage correspond alors au schéma de
la figure 3.10.5.

ca;di@r E§@igia{fe
e Uarbre | Ms

inertie

ressort 3
secondaire

ST -

{nertie principale
{arbre]

22— film d’huile

figure 3.10.4

Amoritisseur dynamigque optimal

Le principe de cet amortisseur ne peut étre mis 4 profit dans le systémes en transiation car la position
relative de la masse primaire et de ia masse secondaire n’est plus indifférente.

Faisant & = 0 et { = co dans ’équation (3.10.6) tout en notant que le produit (o= Soomy =7 Teste
fini, il vient

T1y2 £ +4n?
— V= 3.10.18
) = Pa- P i - PO AP (3:1016)
L’amplitude de la réponse reste indépendante de » lorsque
G Ul e D) (3.10.17)

[ Iy D)
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carter solidaire
de Varhre

i

lnertie principale N . e
farbre} \\\ iﬁerng
I N secondaire 1

b

b b e S s e e s G r OO TR O T & T =

1

=
=

il

2 Fiirn d’huile

figure 3.10.5

Amortisseur dynamique avec couplage par viscosilé

d’otl les points fixes de la solution )

Pour différentes valeurs du paramétre d’amortissement, la réponse prend Vallure représentée figure 3.10.6,
Son amplitude au point fixe @ est égale &

=0 et Jid

Zo_2tp
By H

On obtient le taux de dissipation optimal correspondant

(3.10.18)

1

Nopt = Crpl+a) {3.10.19)

Lorsque la masse du systéme primaire est trés grande vis-3-vis de celle de Pamortisseur visqueux, on obtient
le résultat 1

flopt = 5
auquel on pourrait également aboutir par considérations énergétiques.

=0 n=0

16

16

14}

12

16

- ... . T,

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6

figure 8.10.6
Réponse en fréguence de Pamortisseur dynamique avec couplage visqueus
(p=.26 et p=.15)

On notera Veflicacité beaucoup moins grande de 'amortisseur dynamique avec couplage par viscosité : pour
¢ = 1/10 par exemple, on obtient £ =21 aulieu de 4.6
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Pour évaluer la constante d’amortissement dans un schéma de principe tel que celui de ls figure 3.10.5, soit

v la viscosité dynamique du lubrifiant (en N s/m? = pascal x sec)
e I'épaisseur du filrn d’huile

v la vitesse relative des surfaces Iubrifides

R le rayon du carter

L son épaisseur

La force de dissipation qui s’oppose au mouvement sur l'élément de surface de contact dS est donnée par
dF = 2048 avec w= r(ég - 91)
e

d’ott le couple amortissant comportant la contribution des deux faces du disque et celle de la périphérie

Cy=2 J{ R P+ R L (E),-:R (3.10.20)

€

Le premier terme donne la contribution
v, o " TV . .
47?“(32 — 61)_[ ?’Bd‘r = ====R4(92 — 51)
d’ol la constante totale de dissipation

c= %R‘*(l + 2%) mesuré en N.m.sec/rad (3.10.21)

L’énergie mécanique dissipée se transformant en calories, on doit employer des huiles dont la viscosité est
peu influencée par la température (huiles au silicone).

La figure 3.10.7 montre un mode de réalisation d’un tel amortisseur & fluide visqueux.

disque d'inertie

extrémitd
du vilebrequin

figure 3.10.7
Amortisseur dynamique avec couplage par viscosité

On peut encore calculer Pinertie équivalente de I'amortisseur visqueux vue au travers de 1’arbre en écrivant
1’égalité des énergies cinétiques
1

b1
5Meq 41 = 52 63 (3.10.22)

goit .
Ty iwe
Meg = mz(;;)z = mz[mF
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de module
iy my
Mg, = = 3.10.23
| 39[ 1+(w|:l:‘lg)2 1+ (2!21?)2 ( )

Lorsque amortisseur est réglé de fagon optimale, Pinertie de I’amortisseur, vue du systéme primaire, est
égale &
m3

Imeg| = T+a

10.5 Mazximisetion de la dissipation par viscosité dans un amortisseur dynamique

Lorsqu’on étudie un systdme comportant plusieurs degrés de liberté, la théorie précédente ne permet plus
de dimensionner Pamortisseur dynamique desting & Péquiper. On recourt alors au critére de la dissipation
maximale par viscosité dans le systéme auxiliaire.

Supposons que ’amplitude du mouvement du systéme primaire ne soit pas affectée par le mouvement de la
masse secondaire. On peut alors calculer la dissipation d’énergie dans le systéme auxiliaire

Wa= §olis — in)d(e — 0) (3.10.24)

solt en mouvement harmonique

Wy = wew |22 — 1 2 (3.10.25)

avec les rapports d’amplitude complexe de mouvement

T3 kg + dwe
Z___k 3.10.26
21 ke iwe — wiimg ( )
d’oll
oy = wzmg z
2oh = ko + iwe — wimyg
et 2,2 4
Wy TRe e (3.10.27)

= (kg —_ w2m2)2 + wic?

51 on se limite an cas de I'amortisseur a couplage visqueux, la condition Lg‘ii = 0 fournit la constante
d’amortissement

Copt = MW (3.10.28)

qui donne lieu & I’absorption maximale d’énergie a la fréquence w . Ce résultat est cohérent avec le résultat
Nopt = % obtenu précédemiment.

10.6 Amortisseur dynamique avec froftement sec

Dans 'amortisseur de Lanchester, "amortissement est introduit par frottement entre surfaces en contact. La
figure ci-dessous en montre une réalisation industrielle.

figure 3.10.8
Amortisseur dynamique & frotiement sec de Lanchester
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On cale sur P’arbre soumis & vibration de torsion un moyeun (1) portant deux couronnes (2) garnies d’un
matériau de friction (Ferodo). Deux disques (3) d’inertie I sont montés librement sur Varbre et pressés
contre le moyeu par I'intermédiaire d’un ressort k.

L’éncrgie dissipée par friction, lorsque le moyeu vibre en torsion, varie en fonction de la pression sur les
surfaces en contact. Si les ressorts sont fortement comprimés, le couple de friction est tel que les disques
sont solidaires du moyen . Si la pression de contact est nuile, par contre, le couple de friction est nul. Dans
ces deux cas extrémes, la dissipation par friction est nulle. La dissipation par friction se produit pour des
valeurs intermédiaires du couple de friction. Dot ’évolution de I'énergie dissipée en fonction de celle du
couple de friction Cy (figure 3.10.9).

y 0

figure 8.10.9
Energie disspée dans un amorlisseur Lanchester en fonction du couple de froltement Cy

Considérons ensuite la courbe de vitesse angulaire de ce systéme en fonction du temps pour une valeur
intermédiaire de Cp :

- la vitesse angulaire du moyen varie de fagon sinusoidale antour d’une vitesse constante £ ;
- les disques libres étant soumis 4 un couple de frottement constant, leur accélération est constante et
leur vitesse varie linéairement.

Dot la vitesse des disques libres croit aussi longtemps qu’elle reste inférieure & celle du moyen. Le sens du
couple est renversé dés que la vitesse du moyveu retombe en dessous de celle des disques. II en résulte le
diagrammme de la figare 3.10.10.

figure 3.10.10
Déplacement relatif des masses dans un amortisseur de type Lanchester

I’énergie dissipée par cycle est égale &

Wa = Cy8,dt (3.10.29)

eycle
olt B, est la vitesse relative du moyeu et des volants d’inertie.

Comme le couple Cf est constant, on obtient

Wi = Cy x aire hachurée (3.10.30)
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On évalue comme suit : soit = la période de la vibration. Par symétrie, les points de non glissement

apparaissent aux instants -7 , 7 et -il 4 condition de placer I'origine des temps de facon appropriée.

La vitesse du moyeu est

6 = Q@ + why sin(wt + ¢) (3.10.31)
et celle du disque libre
6y = -%Lt +Q (3.10.32)
d’olt la vitesse relative
b, = why sin(wt + ¢) — %I-

qui doit s’annuleren £ =% .

Il en résulte l’angle de déphasage
7y

Cos$ = o rTe,

(3.10.33)

Le calcul de I’énergie dissipée par cycle fournit Pexpression

Wa = 2Cs j‘l [wd; sin(wt + ¢) — Q-C—'Iit]dt

= 4C0; sin ¢

c
We = 4C;004/1 — (5;%55)2 (3.10.34)

Cette expression s’annule pour Cy = 0 et pour le couple de serrage maximal

soit

20)21-31

(CPmaz = (3.10.35)

L’amortissement optimal est obtenu lorsque ’énergie dissipée par cycle est maximale : la condition

Wy

E =0
donne
(Ctlopt = -‘/gfwzal (3.10.36)
L’énergie de dissipation correspondante est égale &
(Wa)opt = %IJ@% (3.10.37)

10.7 Comparaison des différents types d’amortisseurs

Lafigure 3.10.11 compare efficacité des différents amortisseurs de vibration discutés en fonction de la masse
relative g . La quantité de comparaison est ’amplitude du déplacement de la masse primaire rapportée a sa
déflection statique.
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amplitude
masse primaire

A deflection statique

5@ e o g ————
(&
40 ~
Parv
) =

0 /

e
1@ % EN Y erp‘f'?fasife

A

L I} addRonnelie

13

7L 8 8 0 1 07

figure 3.10.11
Comparaison de Vefficacité des différents amortisseurs dynamiques
(a) systéme secondaire couplé par frotiement sec (Lanchester) avec amortissement optimal.
(b) systéme secondaire souplé par viscosité (Houdaille) avec amortissement optimal.
(c) systéme auziliaire couplé par reideur et viscosilé, accordé sur la fréquence du systéme primaire (a = 1)
et amort: de facon opitmale.
(d) systéme auailiaire couplé par raideur et viscosité, accordé de fagon optimale (o =
fagon optimale.

1 ;
Tta et amorits de

3.11 Amortisseurs dynamigunes accordés sur un ordre de vibration

Lorsqu’on étudie les vibrations de torsion des machines alternatives ou tournantes, on observe généralement
que les forces et couples perturbateurs ont une fréquence égale 4 la vitesse de rotation ou égale & un multiple
de celle-ci. Le rapport de la fréquence de vibration i la vitesse de rotaiion est appelé ordre de la vibration
ou harmonique, noté ¢. Par exemple, une unité de puissance entrainant une hélice & quatre pales peuf éire
le sidgge d™ane vibration en torsion égale & 4 fois sa vitesse de rotation et les ordres de vibration 8, 16,... sont
eux aussi susceptibles d’apparaitre. De méme, dans un moteur 2 pistons, les différents harmoniques de la
vitesse de rotation sont & Porigine de vibrations importantes.

On utilise dans ce cas comme absorbeur dynamique un pendule agissant dans le champ de gravité généré par
la force centrifuge car sa fréquence naturelle devient une fonction linéaire de la vitesse. Il en résulte qu'on
peut concevoir un amortisseur dynamique qui neutralise un ordre de vibration déterminé.

Considérons un pendule de longueur ¢ attaché 3 une distance r du centre de rotation d’un velant d’inertie
I (figure 3.11.1).

Les composantes de vitesse de la masse m selon les axes Oz et Oy liés au volant d’inertie sont

_ [ tsind(é+6)
VZ | #6 + Leos ¢( + 6)

d’ol I’énergie cinétique de Pensemble
T = 5[192 + m& (¢ + )2 + mr20? + 2mrL cos $6(8 + ¢)] (3.11.1)
soit, en définissant le moment d’inertie total

J=T+m{+r)? ‘ (3.11.2)

1

T=2

Jé* + %mﬁ.’zg‘S? + mrf{cos ¢ — 1)0? + me(£ + 7 cos ¢)0¢
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figure 3.11.1
Schéma de principe de Pamortisseur pendulaire

On linéarise cette expression en notant que la vitesse de rotation effective é, du fait de Pexistence d’un couple
perturbateur d’ordre ¢

€ = Cycos g2t (3.11.3)
oscille autour de la vitesse nominale £ )
f=0+¢
d’olt Vexpression linéarisée
1 a2 1 212 N 1 242
T = §J(9+5) + Emﬁ ¢*+mlll+r)(Q+E)p— amrﬂﬂ @ (3.11.4}

el les équations du mouvement .
me ¢ + mé(l + r)é + mriQP =0
m€(£+r)<5+Jé‘": Co cos g (3.11.5)
dont la réponse forcée sera nécessairement harmonique.
Définissons également le nombre d’accord .
2

Les amplitudes de mouvement ¢4 et @ sont solutions de

(n? — ¢®)do — ¢®(1 + n)eg = 0

C 3.11.7
ml (14 n®)po + Jeo = ——q—;s% (311.7)
soit
o _(nz — qz)co
T I =) + mBE (L4 )]
_ ) 2
bo 1+ n)Chg (3.11.8)

T Q2T (n? — %) + mBQ(L+ n2)7]

On en déduit que, lorsque le nombre d’accord du pendule égale 'ordre de la vibration (n = ¢), la fluctuation
de la vitesse de rotation est effectivement amortie.

Calculons l'inertie équivalente du systéme pendulaire : par élimination de ¢¢ entre les deux équations
(3.11.7), on obtlient
mé?¢?%(1 + n?)? Co

['I + ﬂ-2 — qz ]EG = —q292
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Notant encore que J = I + mf2(1 + n2)?, on obtient que par la présence de 'amortisseur pendulaire, le
moment d'inertiec du disque est remplacé par le moment d’inertie équivalent

4 mﬂ2(1 + n2)3

I
=

qui devient infini lorsque le pendule est accordé.

On notera que le pendule tend & se désaccorder lorsque Pamplitude du mouvement pendulaire croit et
introduit de ce fait des harmoniques du couple qu’ll est censé neutraliser. L’ordre de la vibration sur lequel
le pendule doit étre accordé dépend du type de moteur considéré. Par exemple, pour un moteur 4 temps 6
cylindres, l'ordre de vibration 3 éliminer est ¢ = 3.

Modes de réalisaiion

Une des difficultés de réalisation des amortisseurs pendulaires réside dans le rapport § important & réaliser.
Par exemple, pour un nombre d’accord n = 3 , nous obtenons r = 94

La réalisation la plus classique est I’amorfisseur bifilaire inventé par Sarazin et Chilton (figure 3.11.2). 1l
présente I’'intérét d’assurer en méme ternps la fonction de contrepoids des manivelles pour réaliser I'équilibrage
du vilebrequin. Il consiste en une masse en forme de U suspendue par Pintermédiaire de deux rouleaux de
diamétre ds . Les alésages dans le contrepoids et dans les flasques ont des diamétres d; et dy supérieurs &
celul des rouleaux, de maniére a ce que le contrepoids roule sur les deux rouleaux qui eux-mémes roulent
dans les alésages des flasques. Il en résulte que tous les points du contrepoids peuvent se mouveir sur des
cercles paralléles de rayon

dy +ds

2

—ds (3.11.9)

Jigure 8.11.2
Réalisation de Pamortisseur bifilaire

Du fait que tous ses points se meuvent parallélement, I'amortisseur bifilaire peut étre assimilé 3 un pendule
équivalent dont la masse est centrée au centre de gravité & (figure 3.11.2).

D’ol Péquivalence avec 'amortisseur pendulaire de la figure 3.10.1

r=~h;+ hy
3.11.10
£=d1;d2—d3 ( )

ol h; et ho représentent respectivement

hi = distance entre 'axe du vilebrequin et les axes des alésages dans les flasques
hy = distance entre alésages et centre de gravité du conirepoids. _

L’amortissement bifilaire permet de réaliser un rapport % grand avec une masse m importante. Son in-
convénient majeur réside dans ’usure importante des alésages et des rouleaux,

La figure 3.11.3 montre une réalisation de pendule bifilaire sur un volant d’inertie. Différents ordres de
vibration peuvent étre éliminés par le méme disposttif.

Une autre réalisation courante de P'amortisseur pendulaire est le pendule de Salomon. Il consiste en un
cylindre de rayon ry pouvant rouler cu glisser dans une cavité de rayon ri. Le rayon de pendule correspond
dans ce cas & la différence entre les rayons du cylindre et de la cavité.
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L

figure 3.11.8
Réalisation d’un amoriisseur bifilaire
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on procéde a la généralisation des concepts introduits pour les systémes & deux degrés
de liberté, & savoir: P'existence d’un nombre de fréguences propres égal au nombre de degrés de liberté du
systéme, {réquences auxquelles le systéme est susceptible de vibrer librement, et ce chaque fois avec une
forme propre bien distincte.

L’augmentation du nombre de degrés de liberté souléve toutefois un certain nombre de difficultés addition-
nelles :

- d’ordre conceptuel : la notion d’orthogonalité entre solutions propres distinctes joue un rdle fondamental
dans la compréhension des phénoménes, surtout lorsque celles-ci deviennent confondues ;

- d’ordre numérigue ; dés que le nombre de degrés de liberté devient supérieur 3 2, la résolution du
probléme aux valeurs propres fait appel & des méthodes de calcul matriclel appropriées ; de plus, il est
important de disposer de méthodes approximatives permettant au moing de situer la fréquence propres
fondamentale du systéme.

Lotsque les systémes étudids présentent la particularité d’une structure en chaine, on verra également
que des méthodes simplifides de calcul existent qui permettent d’éviter les inconvénients numérigues lids
a Paccroissement du nombre de degrés de liberté.

Mais U'intérét du calcul des modes et fréquences propres d’un systéme & n degrés de liberté ne se limite pas
a I’étude de ses vibrations libres. En effet, nous verrons que la séquence des modes propres fournit une base
appropriée pour la décomposition en série de la réponse & une excitation quelconque : nous résoudrons le
probléme de la réponse du systéme non amorti en le décomposant en une série d’oscillateurs normaux 4 un
degré de liberté, chacun soumis 4 une loi d’excitation différente et régissant 1'évolution de chacun des modes
dans la solution.

Enfin, nous étudierons le cas particulier de la réponse & une excitation harmonique et mettrons en évidence
Veffet sur celles-ci d’un certain amortissement.

Les concepts fondamentaux contenus dans ce chapitre seront assez largement présentés & partir d’exemples.
4,2 Exernple de systéme & N degrés de liberté : la chaine en torsion

Considérons Vexemple d’un arbre en torsion comportant un certain nombre de disques.

Lorsqu’on réalise le schéma rendu libre d’un disque, on obtient ’équation d’équilibre dynamique de celui-ci

Ci—Co+T;—Lbi=0 (4.2.1)
Cq=ki(6;41 — 0;) (4.2.2)
Cg = kg_l(eg - 93‘_1) (423)
—0; la rotation du disque i
-I le moment d’inertie du disque 1
avee ¢ —k; la raideur en torsion du trongon d’arbre i
~C3,Cy  les couples élastiques & droite et & gauche
-T; le couple extérieur sur le disque 1

figure 4.2.1
Chaine en forsion
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figure 4.2.2
Schéma rendu libre d’un disque

L’élimination des couples élastiques {4.2.2) et (4.2.3) dans (4.2.1) fournit I’équation générale du mouvement
d’un disque )
k,-(6.—+1 —_ 9,;) - }C,'..I(ﬁ,' - 9,‘-1) + T —L8; =0 (4.2.4)

avec les conditions d’extrémité :

- extrémité blogquée :
f1=0 ou fHy=0 (4.2.5)

- extrémité libre : annulation du couple élastique, ce qui donne

a gauche : kb1{f; — 61) + 71 — Ilél =0
a droite : kN—l(HN—I - QN) + T —Inty =0 (4.2.6)

Nous pouvons également construire les équations du mouvement (4.2.4) par le formalisme de Lagrange en
calculant

- I’énergie cinétique

i .
T=3 S L6} (4.2.7)
disgues
- ’énergie potentielle
1
V= 5 Z Bi(Bigr — 0:)2 {4.2.8)
arbres

Cette approche permet d’éviter le caleul des réactions entre éléments du systéme et conduit de ce fait plus
directement aux équations (4.2.4), (4.2.5) et (4.2.6) tout en évitant les risques de fautes de signe inhérents
au formalisme de Newton.

On peut regrouper les équations du mouvement {4.2.4) et les conditions d’extrémité appropriées en une
équation matricielle

Kqg+Mg=p() (4.2.9)

avec le vecteur des déplacements généralisés

61

g=| :

On

et celul des forces extérieures
i
p(t) =
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Dans le cas de conditions d’extrémités libres, i est la matrice des raideurs du systéme et M sa matrice des
masses (ou inerties) ; celles-ci s’écrivent

ky -k 4]
-k ki 4k —ky
K- ko ..
kv_o+ky-1 —kn-1
0 —kn-1 ka_y
ef,
I 0
Iy
M =
0 Iy

La symétrie de la matrice de raideur, ainsi que nous ’avons déja rappelé au chapitre 2, est une conséquence
du principe de réciprocité de Maxwell. La matrice de raideur K est de plus tridiagonale, ce qui est une
conséquence de la structure en chaine du systdme, en ce sens qu'un disque déterminé n’est jamais couplé
qu'au disque précédent et au disque suivant. Nous reviendrons plus loin sur les simplifications qu’entraine
cette propriété dans les méthodes de calcul.

Pour obtenir les matrices de raideur et de masse du systéme d’extrémités fixées, il suflit de faire
6o=8n=0

et de supprimer les lignes et colonnes correspondantes dans les matrices K et M.

Cn notera que les expressions {4.2.7) et (4.2.8) peuvent étre écrites sous forme quadratique des matrices de
masse et de raideur, telles que

ﬂzzéTMQ>o g#0 (4.2.10)

ce qui traduit le fait que Pénergie cinétique du systéme devient positive dés que le systéme posséde une
vitesse non nulle, et

1
v:aﬁquo g#0 (4.2.11)

car le systéme acquiert nécessairement de I’énergie lorsqu’il est déplacé de sa position d’équilibre. L’égalité
& zéro n’est possible que lorsque le systéme peut subir un déplacement d’ensemble sans déformation corre-
spondante, comme c’est le cas si f; et @y sont laissés libres.

Fremple 4.1

Considérons le systéme suivant & 3 degrés de liberté

e

I e

T LT N N

figure 4.2.8
Systéme en torston 4 3 degrés de liberté

avec les constantes de raideur et d’inertie

GJ 267
k1=k2=k3=7 ) k4=T

L=hLi=Ip , Iz3=2Ip
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On en calcule successivement

- la matrice de raideur

2 -1 ¢
K= g—J—- —1 2 -1
t e -1 3
~ la matrice de masse
1 0 0
M=Ip|0 1 0
0 0 2

La matrice de flexibilité est obtenue par inversion de la matrice de raideur

FoK-l=_t g g ;
o7l D

4.3 Le cas général des oscillations libres d’un systéeme discret

Considérons un systéme de degrés de liberté (g1, - . ., gn) possédant une position d'équilbre stable, c’est-a-dire
tel que tout écart par rapport & la position d’équilibre entraine un accroissement d’énergie potentielle.

L’énergie potentielle n’étant définie qu’a une constante prés, choisissons-la de telle sorte que V = 0 a
I’équilibre et convenons d’y translater U'crigine des coordonnées généralisées de telle sorte que 'on ait

gr =10 r=1,.n 4 équilibre.
Dés que P'on écarte faiblement le systéme de sa position d’équilibre, on a
Vig) =0 {4.3.1)
P'égalité & zéro n’ayant lieu qu’a ’équilibre qui correspond done & un minimum de V

4
i 0 en g=0 (4.3.2)

Ezemple 4.2

Le systéme & deux degrés de liberté faiblement couplés du paragraphe 3.5 (figure 3.5.1) est caractérisé par
une énetgie potentielle due 4 la fois & la gravité et 4 la déformation du ressort

V= %kaz(gz — 81} + mgl(2 — cos 8 — cos )

On a bien

V(6;,0:) >0 tant que —mw <<y, 8 < +7

et la position #y = €2 = 0 constitue une position d’équilibre stable.

Revenant & l'inégalité (4.3.1), les ¢- étani des écarts & la configuration d’équilibre, énergie potentielle au
voisinage de celle-ci admet le développement en série de Taylor

2
V(g) =V(0) + Z(g—:_)oqr + %ZZ(%%MJ + o(g*)

si ’on suppose V continue ainsi que sa dérivée premiére.

Par convention, V(0) = 0, et tenant compte de (4.3.2), on obtient 'approximation au second ordre

V= ‘%Z E kestrds
s 7
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avec les coefficients de raideur

soib, sous forme matricielle

1
Y= §qTKq >0 (4.3.3)

On a ainsi généralisé Iexpression (4.2.11) & un systéme quelconque tant que les mouvements envisagés
restent Hmités an voisinage d'une position d’équilibre stable. Par construction, la matrice des raideurs K
est symétrigue el définie positive.

3i’on reprend 'exemple mentionné ci-dessus, on trouve bien
(892 ), = (ka® + mglcos 91)9120 = ka? + mg?

8y,
30,86, ~ *2

ce qui restitue Pexpression utilisée dans (3.5.1) pour la matrice des raideurs.

De la méme maniére, on peut linéariser I'énergie cinétique, Du fait que le systéme posséde une configuration
d’équilibre stable et ne comporte aucune vitesse d’entrainement, 1’énergie cinétique se réduit & une forme

quadratique homogéne des vitesses
1 ..
= § Z Z Mrsqrds
r 3

soit, sous forme matricielle

T =14 Mq (4.3.4)

La matrice des masse M est elle aussi symétrigue ef définie positive.

Ainsi que nous P'avons déja montré au paragraphe 3.3, I’existence de termes non diagenaux

ez et kgj 27&}

indique Pexistence d’un couplage entre les degrés de liberté ¢; et g; soit par inertie (m;; # 0), soit par les
raideurs (k;; # 0).

51 I’on note par
P’ () = [Qu(8), -, Qn ()]
le vecteur des forces généralisées conjuguées aux degrés de liberté (¢1,...,qn), Uapplication des équations de
Lagrange
d 87T T BV

“uey) Yo oy, T

fournit les équations du mouvement d’un sysidme sollicité autour de sa position d’équilibre sous la forme
déja connue

Kqg+ Mé =p(t) (4.3.5)
ol les matrices de raideur K et M sont toutes deux symétriques et au moins semi-définies postives.

Le reste de ce chapitre est consacré & la solution de ce systéme d’équations.
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4.4 Vibrations libres
En Pabsence de force extéricure, le systéme est régi par ’équation homogéne
Mg+ Kg=0 (4.4.1)

gue l'on résout en essayant une solution de la forme

q = x¢(t)
qui traduit physiquement le fait gue tous les points subissent un mouvement synchrone.

Par substitution

Mx-j—; =-Kx (4.4.2)

ce qui montre que le rapport % est nécessairement indépendant du temps. 11 est de plus négatif car en
multipliant par le vecteur x7 les deux membres de (4.4.2), il vient

¢ xTKx o
—w

¢~ “xMx
étant donné le caractére défini positif des matrices K et M.

On doit donc réaliser
Kx = w?Mx (4.4.3)

é+wip=0 (4.4.4)

L’équation (4.4.3) posséde N racines, ou valeurs propres, supposées rangées dans Uordre croissant

0<uwi<uwl <. Wy

obtenues en résolvant ’équation algébrique de degré N en w?

dm(K — w’M) =0

et & chacune des racines, on associe un vecteur x() différent, ow vecteur propre, obtenu en résolvant le
systéme homogéne
(K ~wfM)x;y =0 (4.4.5)

Chacune des solutions propres donne lieu & une composante harmonique ¢;(f) de la solution, régie par
Péquation .
di+wldi=0

que I'on explicite sous la forme
¢; = A;sinwit + By sinw;t

Ezemple 4.3
Pour le systéme de Pexemple 4.1, Péquation aux valeurs propres, 4 condition de poser
I
hA=w?i
GJ

devient
2= -1 0
dim) -1 2-2A -1 =0
0 -1 3-2X

et donne lieu & I’équation du troisiéme degré en A

3 F 1IN 1A+ T=0
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Lorsqu’on en calcule les racines, on frouve

wy = 0.8139 , wy = 1.2053 , wy = 17788,/ % rad/sec
d

Les modes correspondants sont

1 1 1
Xu, = 1.34 ¥ = 0.32 X3 = -1.16
0.797 —-0.90 0.35

Du fait qu’ils correspondent 4 la solution du probléme homogéne (4.4.5), ils ne sont connus qu’a une com-
posante prés. On les a donc tous normés en fixant & *unité la premiére composante de rotation #;.

51 on représente la rotation dans chacun des 3 modes propres en fonction de ’abscisse sur Parbre:

figure 4.4.1

Modes propres du systéme en torsion & 3 degrés de liberté

Dans le premier mode, tous les disques tournent dans le méme sens ; dans le deuxiéme, la rotation subit un
changement de signe ; de méime, le troisiéme mode comporte deux noeuds de vibration et ainsi de suite.

Eremple 4.4

Considérons le systéme libre-libre suivant constitué &’éléments de raideur et masse identiques.

i { I
k k
ey LU
T, TR
figure 4.4.2

Arbre en torsion pourvu de modes rigides
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E =k 0 i 00
K=|-t 28 -k M=1{0 I 0
0 -k k 0 ¢ I

L’équation aux valeurs propres s'écrit

1-x =i 0 W
dtm)] -1 2—-—x -1 =0 avec A=

0 -1 1-2 k
On trouve _
1
wy =0 Xy =11
[ 1
F LT
wy = \/%-rad/sec xny=10
-1
B i 9
w3 = '\/%5 rad/sec 3y = | —2
1

On notera que dans chacun des modes élastiques, les forces d’inertie se distribuent de maniére a produire un
couple d’inertie résultant nul.

4.5 Orthogonalité entre modes propres

Nous avons noté les solutions du systéme & n degrés de liberté sous la forme

2

Wi Swf<.w}

X1y X(@) s - F(n)

FPartons de ’équation vérifiée par le mode i et multiplions-la par un autre mode x?;) de fréquence w; # w;
Gy Ex) = wixfy) Mo @5.1)
De méme, exprimons Iéquation vérifiée par le mode 7 et multiplions-la par le mode x%;)
T — 3T
Par différence, et en utilisant la symétrie des matrices K et M, on obtient
T
(w? - w?)x(i)l\/{x(j) =10
Du fait que 'on a supposé a priori w? # wJ? , il résulte que
X5y Mx(;) = 0 (4.5.3)

ce qul exprime ’orthogonalité de modes d’indices différents dans la métrique de la matrice des masses.

De méme, par report de (4.5.3) dans l'une ou l'auntre des équations (4.5.1) et (4.5.2), on démontre
Porthogonalité de deux modes distincts dans la métrique de la matrice de raideur

x(Kxy =0 (4.5.4)
On peut encore réécrire les résultats (4.5.3) et (4.5.4) sous la forme
XE)MXU) = ,u.rﬁi_,' et x'(I;)KX(j) = 7{5,'3' (4.5.5)
4 condition de définir la masse généralisée et la raideur généralisée du mode

pi = x’é‘—)Mx(,;) i = x%;)KX(,-) (4.5.6)
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Ces deux quantités ne sont en fait définies qu’d un facteur prés puisque la norme sur le mode n’est pas
définie. Elles doivent toutefois, en vertu de (4.5.2) et (4.5.3), vérifier la relation

i 2
= = ] 457
%} (451
Le rapport correspondant
R(x) = Ex _ s 458
T xTMx (4.5.8)

que l'on peut former & ’aide d’un vecteur quelconque est le quotient de Rayleigh . Nous verrons plus loin
qu’il joue un réle fondamental pour approximation numérique des valeurs propres.

Solution propres de fréquences confondues

On peut se poser la question de savoir ce que devient la propriété d’orthogonalité entre deux modes qui
seraient de méme fréquence.

1] est possible de monirer que dans ce cas, il existe un nombre de modes propres linéairement indépendants
égal 4 la multiplicité de la racine et que n’importe quelle combinaison linéaire de ceux-ci reste un mode
propre.

On peut done toujours en exiraire un ensemblie de modes propres orthogonaux entre eux et admettire que

les relations d’orthogonalité (4.5.5) restent valables méme en présence de valeurs propres confondues.

4.6 Signification physique des relations d’orthogonalite

La relation d’orthogonalité vérifiée par deux rnodles %) eb X7y dans la métrique de la matrice des masses
*in Mgy = pidis

peut &tre interprétée comme le fait que la distribution d’inertie du mode j, Mx(;), n’exerce ancun travail
dans un déplacement virtuel selon le mode i. Il en est de méme pour la distribution de forces élastiques

KXU)

Cette interprétation apparait de facon beaucoup plus concréte lorsqu’on examine un exemple simple tel que
celui des deux premiers modes d’une poutre bi-encastrée (figure 4.6.1) qui posséde la caractéristique d’avoir
un plan de symétrie : manifestement, les forces d’inertie associées au premier mode ne peuvent produire
aucun travail sur le mode 2, et inversement.

distribution des forces d'lnertie

ABE

figure 4.6.1
Signification des relations d’orthogonalité
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4.7 Méthodes numériques de calcul des fréquences et modes propres de vibration du
systeme

Dans le paragraphe 4.4, nous avons montré que lorsque le systéme vibre librement, il le fait nécessairement
4 'une des fréquences bien distinctes

0<wi<w?.. . <w

S b

solutions de I'équation algébrique
dtm(K — w’M) =0

et que le mouvement correspondant se fait selon les modes propres associés

1) X(@2) 50 -Fn)

solution du systéme homogéne correspondant
Kx = w’Mx (4.7.1)

La résolution numérique du probléme mairiciel aux valeurs propres (4.7.1) peut en soi constituer une difficuité
importante dés que la taille du systéme augmente. Or il n’est pas rare, lorsqu’on ¢étudie par vole numérique
{méthode des éléments finis par exemple) des systémes mécaniques quelque peu complexes, que Pon aboutisse
a un systéme tel que (4.7.1) comportant plusieurs milliers de degrés de liberté.

D’un point de vue pratique, on n’est la plupart du temps intéressé que par les quelques premiéres fréquences
propres de vibration du systéme. Ce sont celles-ci qui sont les plus dangereuses car elles sont d’une part
moins amorties en général que les fréquences plus élevées, et d’autre part les sources d’excitation extérieure
possibles sont beaucoup plus nombreuses en basse fréquence. Les phénomeénes acoustiques constituent un
des seuls cas oft les vibrations mécaniques de plus haute fréquence prennent de Pimportance.

Les méthodes numériques que I'on peut mettre en oeuvre pour résoudre (4.7.1) sont de divers types.

- Pour de trés peiits nombres de degrés de liberté, on peut simplemeni en développer l’équation car-
actéristique : dans les exemples que nous avons traités jusqu’ici, ¢’est la procédure que nous avons
suivie.

- D’autres méthodes, applicables méme 3 de trés grands systémes, consistent & calculer le déterminant
| — #M|  pour différentes valeurs de g, et ainsi localiser les racines de (4.7.1) par approximations
successives. Il est aisé de se rendre compte que dans le cas particulier oll le systéme (4.7.1) présente la
particularité d’étre tridiagonal, ce déterminant peut &ire calcuié par une relation de récurrence.

- Une autre catégorie de méthodes consiste & faire subir an systéme (4.7.1) une série de transformations
matricielles de maniére 3 le transformer d’abord sous la forme standard Ax = Ax avec A symétrique sf
ensuite le réduire par itérations successives & une forme tridiagonale on méme diagonale.

- Enfin la catégorie de méthodes la plus usitée, en raison de leurs performances et de leur aptitude &
extraire seulement les quelques premiéres solutions propres, consiste 4 itérer sur les vecteurs propres par
une loi de type puissance

Kxntr = Mx,

Chacune de ces itérations consiste simplement en un produit matrice x vecteur suivi d’une résclution
de systéme linéaire associée & la matrice de raideur,

Aucune de ces méthodes ne sera abordée dans le cadre de ce cours ; nous verrons simplement dans ce chapitre
les quelques méthodes particuliéres que Pon peut mettre en ceuvre pour les systémes en chaine.
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4.8 Résolution du probléme aux valeurs propres pour un sysiéme iridimensionnel

Relation de récurrence

L'équation aux valeurs propres d’une chaine en torsion que U’on a établie au paragraphe 4.2 présente une
particularité intéressante que ’on peut mettre & profit pour sa résolution: sa structure tridiagonale.

Ecrivons son équation caractéristique calculée en w? = u sous la forme générale

kjn—uly —k12 0

Tk k- pl
Pulu) = dim woommma (4.8.1)

N _kn—l,n
0 '“kn—l,n knp — .Uu[n

Supposons connus P,_1{p} et Pn_z(p) , les polynémes caractéristiques des sous-matrices diagonales de
dimensions n — 1 et n — 2 que ’on obtient en supprimant successivement la derniére puis les deux derniéres
lignes et colonnes du systéme. On peut calculer P,(g) en appliquant & (4.8.1) la régle des mineurs

Po(pt) = (knn — pln) Prafp) — kle—l,nPﬂ-E(»“) (4.8.2)

et ainsi de sulte.

Pour un systéme tridiagonal de dimension n > 3, la relation (4.8.2) constitue une relation de récurrence
qui permet le calcul de son équation caractéristique. On initialise dans ce cas la série avec les polyndines de
degrés Q et 1

Po(p)=1 et Plu)=ky—ph

La procédure de caleul d’une valeur propre w? est alors trés simple dans son principe : on détermine
un intervalle de départ [a, f] dans lequel Pn(y) change de signe et P'on resserre ensuite cet intervalle par
approximations successives. On peut ainsi isoler chacune des valeurs propres avec une précision aussi grande
gue possible,

Séquence de Sturm

La propriété des polyndmes successifs Po(g), Pi(p),. .., Pa(se) de former une séquence de Sturm constitue en
outre un apport théorigue important pour organisation du processus itératif de resserrement de Pintervalle
[, B] autour d’une valeur propre donnée.

Soit une valeur py telle que
Pr (}uﬁ) =0
Dauns ce cas,
Pry1(po) Proa(p0) <0

La preuve en est immédiate. Partons de la relation de récurrence (4.8.2) pour un terme quelconque de la
séquence

Prya(4) = (krgrras — L) Pr(p) — B2 4 Proa ()
et multiplions son expression en g = gg par Pr_1{uo)
On obtient la relation
Pria(pto) Pro1(pro) = —kZyy n PP 1(p0) < O (4.8.3)
dont on peut déduire la propriéié fondamentale d’une séquence de Sturm :

les racines de Pry1(p) encadrent celles de Pr(u)

Pour le voir, illustrons cette propriété de la séquence des polyndmes caractéristiques dans le cas n = 3.
Désignons leurs racines par

Py(p) vy
Py(p) AL, g
P3(,U.) w%,w%,w%

Tout d’abord, (4.8.2) entraine que les polynémes successifs sont tels que

P{p) >0  pour g — —co quel que soit
Pr(p)>0  pour pg— o0 st r est pair
P(u) <0  pour £ — o0 sl r est impair
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Examinons ensuite Pa{) : on a

Po{too) =400 et Po(11)Po(vn) = Pa(11) <0

D’oll les racines de Pa(p) encadrent bien la seule valeur caractéristique 1y de Pi(y) , comme le montre la
figure 4.8.1.

De méme, pour Pa{g), on a successivement
Py(—co) = 400
P3(/\1)P1(k1): —kgz , d’ol P;-}(Al) < 0
P3()\2)P1(A2): —]C§2 . d’ol1 P;;(Ag) >0
Py(+o0) = —00

ce qui montre que les racines de Pa(p) encadrent bien celles de Py} et ainsi de suite.

8 P Biw

figure £.8.1

Ségquence de Sturm : propriélé d’encadrement des valeurs propres

Pour mettre & profit cette propriété, soit a(u) le nombre de concordances de signes dans la séquence des
polyndmes caractéristiques. Alors, a(u) est égal au nombre de racines de P, (ps) strictement supérieures d .

On peut zisément s’en rendre compte dans le cas n = 3 en construisant le tableau suivant.

[—oo,wil | [} Ml | Doywdl | [whoal | [, def | [hoy e | [w3, o0
Po(p) + + + + + + +
Py(p) + + + + - - -
15100, + + - - - + +
Ps(p) + - - + + + -
a(p) 3 2 2 1 1 1 0

On met & profit cette propriété des séquences de Sturm pour caleuler une racine w? par I'algorithme suivant:

golent og et By deux nombres tels que

Po>ar alag) 2k  a(fo)<k

On sait que dans ce cas
w} € [ao, fo]

et on localise w2 par itérations successives dans un intervalle fop, Bp] de largeur 1—3-”—;,—“9- en p itérations par la
séquence
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(i) calculer le milieu de Vintervalle [ev, 1, fs—1] ¢
Ys = %(0‘3-1 + 183—1)
(ii) construire la séquence

PU(T.;): “aey Pﬂ(7s)
et en déduire a(y,)

(iii) st a{v,) > k, prendre o, = 7; et e = Foy
si alv,) < k, prendre oy = @,y et B, = 7,
de telle sorte que Pon ait
ala) >k et a(B) <k
et que wi € [ay, B

De cette maniére, on peut déterminer avec une précision aussi grande que possible la racine w? .
Remargue

Chaque fois que dans I’équation (4.8.1) on supprime une ligne et une colonne pour construire le polynéme
caractéristique de degré inférieur, on formnule en fait I'équation aux fréquences propres du systéme auquel on
ajoute une fization .

Se référant & la propriété fondamentale des séquences de Sturm, on retrouve le cas particulier d’un théoréme
important dit & Rayleigh :

Lorsqu’on ajoute une fization & un systéme vibrant, les fréquences propres du systéme modifié sont encadrées
par celles du systéme initial

Ezemple 4.5

Discrétisons une barre uniforme en extension par un ensemble de 5 masses et de ressorts concentrés aux
centres des éléments de subdivision.

& [} ans
@ §
® | €
Ty
@ i &
@ | L
%’ -4
P

figure 4.8.2

Barre untforme en extension

2k

figure 4.8.3
Systéme discret équivalent

Le systéme masses-ressorts équivalent est celui de la figure 4.8.3 avec les ressorts k = % et m= ‘°5—£
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La matrice de raideur s’écrit

3 -1 9 o O
-1 2 -1 0 0
K=k|0 -1 2 -1 9
0 8 -1 2 -1
9 o 0 -1 3

tandis que la matrice de masse M, au facteur prés, est unitaire.

2 2,82 . ~ s o B - .
Posons A? = &3 = %: 1a séquence de calcul des polyndmes caractéristiques successifs de ’équation

J—pp -1 0 ] 0 z
-1 9-p =1 0 0 -
0 -1 2-u -1 0 23| =0
0 0 -1 2-p -1 7
0 0 0 -1 3—pllas
g’écrit
Po(p) =1
Py(p)=3—p
Polp) = (2— p)Pr(p) — 1
Ps(p) = (2 = p)Palp) — Pr(p)
Py(p) = (2 — p}Ps(p) — Po(us)
Ps(p) = (3 — p)Pa(p) — Ps(u) (4.8.4)

Calculons successivement la séquence (4.8.4) pour u = 0.,1. et 2. : le tableau 1 fournit les valeurs a(0) =
5,a(1) = 4 et a(2) = 3, ce qui montre que la premiére racine se trouve dans P'intervalle [0, 1] et la seconde
dans Pinvervalle [1, 2].

Dans le tablean 2, on a ramené par divisions successives intervalle d’incertitude sur yq &
13

0.375 < p; < 0.5

Du fait que la valeur prise par Ps{p) devient relativement petite pour g = 0.375, on a avantage 3 continuer
pat mterpolation linéaire en utilisant la relation

Ps(a)
Py(o) — Ps(8)

Pour @« = 0.375 et g = 0.5, on trouve g = 0.384 et une nouvelle interpolation lindaire avee o = 0.375 et
B = 0.384 fournit la valeur g = 0.3820 (tableau 3).

p=c+ (B —a)

b | PB|P| P | P Py | Ps | a(p)
0. | 1. 3. 5. 7. 9. 20. 5.
1
2

T 1. | —1.| —2. | -3. 4
L1 L -1~ 4L 2 3

Tableaw 1
Détermination d’un intervalle contenant py ef o

u P| B P, P Py Py

0.5 1. 2.5 296 | 1.625 | —0.313 | —2.406
0.25 1, 2.75 | 3.813 | 3.922 3.061 4 468
0.375 | L. | 2.625 | 3.266 | 2.682 1.092 0.185

=N
SR L

Tableav 2
Resserrement de Uintervalle autour de yy
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U Py P Py Py Py Py a(p)
0375 | 1. | 2.625 | 3.266 | 2.682 | 1.082 | 0.185 5
0384 | 1. | 2.616 | 3.227 | 2.599 | 0.973 | —0.053 4
0.3820 | 1. | 2.618 | 3.236 | 2.618 | 1.000 | 0.0001 4

Tableau 2
Locelisation de uy par interpolation linéaire

On trouve pour la premiére fréquence propre

EA
wy = 3.0903 }7_32‘

Pour calculer le premier mode, on procéde également par récurrence en posant @y = 1. On calcule succes-
sivement
z2 = (3 — p)z, = 2.618
ra = (2 bas ,u);cg - T = 3.236
Tg = (2 - ;1);173 — ¥g = 2.618
$5=(2—u)$4—$3=1
d’oli le mode propre correspondant, normé sur sa plus grande composante:

0.3090
0.8090
X1y = 1.
0.8090
0.3090

4.9 Développement d'un vecteur quelconque dans la base des modes propres

Dés que I'on se pose, d’un point de vue mathématique, le probléme de calculer la réponse du systéme (4.3.5)
a des conditions initiales données ou & une excitation imposée p(t), nous savons par I’algébre des systémes
linéaires qu’une facon de le résoudre consiste 4 formuler la réponse dans une base de vecteurs linéairement
indépendants.

Puisque 'ensemble des modes propres du systéme homogéne associé (4.4.3) constitue une telle base, jonissant
entre autres des propriétés d’orthogonalité (4.5.5), décomposons un vecteur x quelconque & n composantes,
ayant la signification physique d’un déplacement, en série de ces modes propres:

X= Zarx(,.) (4.9.1)

r=1

Les coefficients du développement o, s’obtiennent aisément en exploitant les relations d’orthogonalité.
Prémultipliant (4.9.1) par la matrice des masses et par un mode x(x) quelconque, on obtient

n
Xa)Mx = Z a,-xa,}Mx(,-)
r=1

= akxg;)Mx(k)

d'olt les coefficients

xa)Mx
g = AT (492)
X(k)MX(k)

que Pon réintrodnit ensuite dans ’expression du développement
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goit, en associant différemment les produits

m [ wepyxe, M
% = [(k) (k) ]x

=1 xg‘;)MX(k)

Par comparaison des deux membres, on déduit le développement spectral de la matrice identité
_ 3 XernM
= e

K(k)MX(k)

k=1

(4.9.3)

Lorsque le vecteur que ’on désire développer a la signification d’une force, on le développera plutdt en termes
des distributions de forces d’inertie associées aux modes propres

p=>  GMxy (4.9.4)

r=1

anquel cas on obtient de la méme maniére les coefficients

T
A L4

=) (4.9.5)
xa)Mx(k)

4.10 Le quotient de Rayleigh

Le quotient de Rayleigh joue un réle fondamental dans les méthodes numériques de calcul des modes et
fréquences propres, en raison de sa propriété de stationnarité.

Prémultiplions ["équation aux valeurs propres
Kx = w?Mx

par x7 . On en déduit Pexpression du quotient de Rayleigh

T
g x Kx
= e = [ 4,10.1
T R (5:10.1)
En particulier, si 'on forme le quotient de Rayleigh associé & un mode propre x(;y , on obtient la valeur
propre w? correspondante.

Supposons que }'on soit intéressé par la premidre fréquence propre du systéme et que ’on dispose d’une
approximation x = x¢;) + €y du premier mode. Formons le quotient de Rayleigh associé

_ b+ ey)TK (xq) +¢y)
(e + ey )T M(x(y + &v)

R(x)

et exprimons ’erreur sur le mode propre par un développement en série des autres modes propres

3
=2 arxg)
r=2

x7, My .. ;
avec o = —1—-’—“' . Choisissant la norme g, = 1, on obtient

2 2 2,2
2 _ Wy +€ Er:2 Qpy

T+eiyr o

et, au premier ordre en £7

n T
w? o (Wi +e? Zafw?.)(l —¢? E o?)
=2 r=32

n (4.10.2)
=0l 4@ a2t —ud)

r=2
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De I'expression approchée {4.10.2), on déduit les résultats suivants qui constituent le principe de meilleur
approzimation 4 lg valeur propre :

1) le quotient de Rayleigh admet un mintmul absolu pour x = x(1y et ce minimum absolu est égal & la valeur
propre correspondante wi.

2) & une erveur du premier ordre sur le mode x(3y correspond une erreur du second ordre sur la valeur propre
correspondante.

Ezxemple 4.6

Calculons de fagon approchée la fréquence fondamentale du systéme de la figure 4.8.3 en admettant que la
déformée correspondante du systéme est une parabole:

u(@) = 42(1- )

L
10 ¢

5 7

calculée en & = , -% s g et -f—‘; . 1l en résulte 'approximation du premier mode

B
.

xT =[0.36 0.84 1. 0.84 0.36]

Calculons successivernent

3 -1 0.36 0.24
-1 2 =1 0.84 0.32
Kx=k -1 2 -1 1. | =k 1032
-1 2 =1 0.84 0.32
-1 3 0.36 .24

0.36

(.84

Mx=m| L

(.84

0.36

T Kx=10204k et xTMx=26704m

D’ot la valeur propre approchée fournie par le quotient de Rayleigh

T
, X Kx k EA
)= ——— = (.38586— = 9.64656—
w TTix 0 86m 9.6 65p£2
et la fréquence propre
EA

Ce résultat n'est entaché que d'une erreur de 0.5% sur la valeur exacte 3.0002 -‘%} malgré que Lon soit
partl d'une approximation relativement grossitére du mode propre.

4.11 Calcul par superposition modale de la réponse & des conditions initiales non nulles

La décomposition en série de modes propres réalisée au paragraphe 4.9 permet en particulier de calculer la
réponse d’un systéme ne subissant aucune excitation extéricure mais soumis 4 des conditions initiales

{KQ+M§:0 (4.11.1)

Gy » Gg donnés

Exprimons la réponse sous la forme
n
q= Z ot (B} ()
r=1
avec les coefficients v, ()
o () = Apcosw,t + Bysinwpt
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Pour obtenir les constantes A, et B, , on exprime successivement les déplacements et les vitesses initiales

™
do = EArx(r)

r=1

7
(10 = ng-BrX(f.)
r=1

En vertu du paragraphe 4.9, on obtient

M 7, M
TS T R et we By = G Y
x(ryMx () Ky Mx(r)
d’ou Vexpression de la réponse libre
" KK M inw,
qzz%[qﬂ cosw,_t—!-qosn;u | (4.11.2)
r=1 r r

FEzemple 4.7

A titre d’application, reprenons le double pendule du paragraphe 3.5 et recalculons sa réponse 4 un
déplacement initial par la formule (4.11.2). Les matrices de raideur et de masse du systéme s’écrivent

_[ka? 4+ mgt  —ka? _Imer 0
K= [ —ka? ka? + mgt M= 0 mé

et la résolution du probléme aux valeurs propres fournit les solutions propres

2 _ § 1
Wi :'E y (1) = |:1]

g . ka 1
wi= g ¥ = [-1]

avec les masses généralisées
Xa)MX(l) = xg)MX(z) = mez

Lorsqu’un des deux pendules est écarté de sa position d’4quilibre, les conditions initiales du systéme sont
a =0 0, 4 =[0 0

et leur projection dans la base modale fournit les doubles produits
X Ma, = x5y Ma, = mé?6,

On posséde ainsi tous les éléments pour caleuler par la relation (4.11.2) Pexpression de la réponse aux
conditions intiales

[ % 1] 8 By [coswit + coswot
aft) = [1] —2—-cosw1t+ [—1] —2-cosw2t T 2 | coswit — coswat

expression que nous avions déja obtenue au paragraphe 3.5 pour mettre en évidence le phénoméne de bat-
tement.
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4.12 Calcul par superposition modale de la réponse & une excitation extérieure

Soit a résoudre le probléme

{Kq“LME-‘:P(t) (4.12.1)

4y, Uy donnés

Ainsi que nous avons procédé dans le paragraphe précédent pour calculer la réponse libre du systéme, nous
pouvons décomposer la solution de (4.12.1) en série de modes propres

a= 3 ne(t)xe (4.12.2)
r=1

Substituant (4.12.2) dans I’équation du mouvement (4.12.1) et ses conditions initiales, il vient

S Kz + i M) = p(2)
r=1 (4.12.3)

S (0 =qp Zigr(o)x(,) =4,
r=1 r=1

Prémultiplions ensuite (3.12.3) par un mode xg;c et exploitons les relations d’orthogonalité (4.5.5) : on
obtient un systéme d’équations découplées entre eiles

{ TeYe + Okpie = xa)P(t) (k=1,..,n)
Mg, . x7,, Mq,
m(0) = Z0de |y (0) = Tt

Ce sont les équations normales du systéme . Tenant compte de (4.5.7), on les écrit sous les forme

{Wzﬁk +if=(t) (k=1,..,n) (4.12.4)

ne(0) , 7{0) donnés

ol Pi(t) est le facteur de participation du mode k & la charge p(t)

x{yp

@r(t) =

On a ainsi transformé le systéme (4.12.1) comportant n degrés de liberté en n oscillateurs indépendants
(4.12.4) 3 un seul degré de liberté. Aprés calcul de chacun des modes et résolution séparée de chacun des
oscillateurs (4.12.4) associés, on peut reconstruire la réponse compléte par superposition (4.12.2).

Pour des systémes 4 grand nombre de degrés de liberté, il est envisageable de réaliser le calcul préalable
de tous les modes propres. On est alors amené & limiter la superposition (4.12.2) aux quelques premiers
modes propres : on doit dans ce cas veiller & garder un nombre suffisant de modes pour que la troncature
du développement ne dénature pas complétement la solution du systéme.

Résolution de Uéquation normale

Pour exprimer la réponse de ’équation normale (4.12.4)

win+i=8(
{n(ﬂ) ﬂ n'(%) dE)l)més (4.12.5)

on peut utiliser I'une des techniques de résolution décrites dans le chapitre 2. On peut également procéder
par transformation de Laplace de (4.12.6)

L] = jgm e™*qn(t) dt = n(s) (4.12.6)

Ll = —1(0) = sn(0) + s*Ln] (4.12.7)
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Substituons (4.12.6} et (4.12.7) dans I’équation {4.12.5) transformée : on obtient la transformée de la réponse

S(s)+ am0 + 10

") == (4.12.8)
On inverse ensuite (4.12.8) en utilisant les résultats élémentaires
i gin wi
= 4.12.
Fre A (4.12.9)
s
et en notant que
f(s) = fi(s) fals)
a pour transformée inverse le produit de convolution
11
HE) = jf Fu(P) falt — 7t (4.12.11)
0
On obtient
. sinwt 17 .
n(t) = 0 o tipcoswi+ " $(r)sinw(t —r) dr (4.12.12)
0

Les deux premiers termes de (4.12.12) constituent la réponse libre aux conditions initiales. Le dernier terme

constitue la réponse forcée : celle-ci s’exprime comme une somme des réponses & des impulsions élémentaires
B(r)dr.

Ezemple 4.8

L

figure 4.12.1
Systéme 4 2 degrés de liberlé soumis & un échelon

Etudions le systéme & 2 degrés de liberté suivant, sollicité par application brusque d’une charge F sur le
degré de liberté ¢

1 1
V= kel +a) + 5k(a2 — 1)’
1, . .
7= E(mﬁ + 2mg3)
ses équations du mouvement s’éerivent
2k —k||q m 0 G| _ |0
2 ][l [5 sl []= 1R

On calcule en premier lieu ses sclutions propres

T e e (2] =0

ce qui donne les racines w? = %@Tﬁ'
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soit

k k
wi = 0.63397— w? =2.3660—

m i

les modes propres
xhy=[1 136600 =xp5=[t —0.3660]
et les masses généralisées

p = 47321 m pz = 1.2679 m

On peut également normer les modes de telle sorte que gy = s = 1

By = %{0.45970 0.62796]

v

7 1
x = —
&~ Vm

On calcule ensuite les facteurs de participation modaux ®1(2) et ®5(¢):

(0.88807  — 0.32506]

B (1) = %0.62796 u(t)

(t) = _%032506 w(f)

ol u(t) est 1a fonction échelon.

Par substitution dans (4.12.12), on exprime I’évolution des coordonnées normales

1
?]]_(t) = %062796 -w'lzjc sin (125} (t — T)d‘f
Fy 0.62796
= -{/% . [1 — cosunt]
Fy 0.32506
n2(t) = —7—% 2 [1 — coswyt]

On construit enfin les réponses g;(t) et go(t) par superposition modale

0.45970 +ma(t) 0.88807
VG Jm
[0.45530(1 — coswyt) — 0.12201(1 — cos wyt)]

q1(t) = m(t) x

_h
Tk

0.62796 0.32506
qz(t) = Th(t) X “’ﬁ'—' + 772(‘3) X .\/;n—
Fy

= —];-[0.62195(1 — coswit) + 0.04466(1 — cos wat))]

A noter que q1(t) et g2(t) oscillent respectivement autour des valeurs moyennes §; = 0.3333%"- et ga =
Ov,fifiﬁfzifkQ qui sont précisément, les déformations statiques sous la charge constante Fy .

La figure 4.12.2 représente 1’évolution de la réponse en fonction du temps pour chacun des deux degrés de
liberté du systéme,
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figure 4.12.2

Réponse du sysiéme a 2 degrés de liberié : sollicitation indicielle

4.13 Réponse non amortie 2 une excitation harmonique

Dans le cas on Iexcitation appliquée & un systéme & n degrés de liberté est harmonique, le caleul de la
réponse foreée est notablement simplifié par le fait que U'on sait que celle-ci est, elle aussi, harmonique : en
effet I’équation

Ko+ Mg = scoswt (4.13.1)

admet la réponse forcée ¢ = xcoswi dont 'amplitude est solution de
(K—w’Mx=s {4.13.2)
En Pexprimant sous forme inverse
x=(K-w’M) s

on s’apergoit que la matrice (K —w?M)~! | de terme général a;;(w?) , peut étre interprétée comme la matrice
des coefficients d'influence dynamiques du systéme,

On peut, en se référant au paragraphe 4.9, exprimer la solution de (4.13.2) sous la forme d’une série de
modes propres. Substituant le développement (4.9.1) dans (4.13.2), on obtient ’expression

E op (K — w?M)x(y =s (4.13.3)

dont on calcule les coefficients en faisant appel aux relations d’orthogonalité (4.5.5). Ii en résulte le
développernent spectral de la réponse harmonique

T
- L WG
x= ;[wﬁ o Js (4.13.4)

dans lequel la contribution spectrale de chaque mode est affectée du coefficient d’amplification (w? —w?)™! .

Le coefficient d’influence dynamique a;;(w?) , que l'on interpréte comme la réponse observée au noeud i pour
une ezxcifation d’amplitude vnitaire au noeud §, a pour expression

1 T(ryT(rys
agj(w?) = lez el a4 (4.13.5)

—_ wz ‘ur

ou z(r); désigne la composante ¢ du mode X,y -

En particulier, pour un coefficient d’influence dynamique principal

2
as(w?) = 2[_1___;@:1?;] (4.13.6)

- w'?—_gﬂ Hr
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=3
'
b
Dy
2
@
!
-y
o
=2
a

et 1’on note qu’il est une fonction toujours croissante de w? |, puisque

d ay 1 zry \
=3 (wT(_-);E) 1>0 (4.13.7)

r M

Un coefficient d’influence dynamique principal a done nécessairement I"allure de la figure 4.13.1 .

figure 4.13.1
Euolution d'un coefficient dinfluence dynamique
principal avec la fréquence (systéme non amorii)

On en déduit que :

1. le systéme passe par une résonance pour chacune des fréquences propres {wy,wa, ..., );
2. le degré de liberté z; reste insensible 4 une excitation qui lui est appliquée avec une fréquence égale &
Pune des fréquences d’antirésonance (p1,. .., pn-1)-

Les fréquences d’antirésonance observées, contrairement aux fréquences de résonance, dépendent du choix du
point d’excitation. On pent d’ailleurs les interpréter comme les fréquences de résonance qui caractériseraient
le systéme si on en bloquait le degré de liberté =; .

Rappelons que le concept d’antirésonance, dont 'application la plus caractéristique est amortisseur dy-
namique de vibration, a été longuement discuté dans le chapitre 3.

Le diagramme de la figure 4.13.1 est d’une importance considérable pour la détermination expérimentale
des fréquences propres de vibration d’un systéme & nombre de degrés de liberté quelconque : chacune des
résonances relevées permet en effet de localiser une fréquence propre. Toutefols, de la méme maniére que
pour 'oscillateur & un degré de liberté, le diagramme de réponse est profondément modifié par la présence
de 'amortissement. D’ot P'intérét du paragraphe suivant.

4.14 Réponse du systéme amorti & une excitation harmonique
Un systéme mécanique réel est toujours le sidge d’une certaine dissipation. Convenons, de la méme maniére
que nous ’avons fait au chapitre 3, que 'on peut la représenter en adoptant ’hypothése (due & Rayleigh) de

proportionnalité & la vitesse de déformation. Si I'on désigne par

fa=—Bq
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le terme des forces d’amortissement, les équations d’équilibre dynamique du systéme amorti soumis 3 une
excitation harmonique s’écrivent

Kqg+ Bg+ Mg = scoswt = R[5 ™) (4.14.1)

Le traitement mathématique rigoureux de I’équation (4.14.1) requiert la résolution du probléme aux valeurs
propres complexe

(K+pB+p?M)x =0 (4.14.2)

L’ensemble des vecteurs propres de (4.14.2) sert alors de base pour le développement en série de la solution
de (4.14.1).

Pour un systéme faiblement amorti, la solution de ’équation (4.14.1) peut étre considérablement simplifiée
en tirant parti de la faible importance relative des termes d’amortissement vis-d-vis de ceux de raideur et
d’inertie. Il est possible de démontrer que les deux hypothéses suivantes sont cohérentes avec celle de faible
amortissement :

1. les modes propres du systéme ne sont pas modifiés par la présence de Pemortissement;

2. & chague mode propre est associé un faucleur d’amortissement gque Uon peul mesurer par un essai de
résonance & la frégquence correspondante.

Ces hypothéses reviennent & admettre que le systéme se réduit, comme dans le cas non amorti, & n oscillateurs
découplés et que la matrice d’amortissement B est rendue diagonale dans la base des modes propres en méme
temps que K et M, soit

xa)BX(s) = 260wy tir Oy (4.14.3)
ol e, désigne le pourcentage d’amortissernent critigue du mode .

Tenant compte des relations d’orthogonalité (4.5.5) et (4.14.3), on peut développer la solution de (4.14.1}
4 =R[(K + iwB - w?M) s 7]

en série de modes propres de la méme maniére que dans le cas non amorti; on obtient

T
1 X(,.)X(,_)S fwt
_ 4.14.4

On note, par rapport au cas non amorti, trois modifications importantes dans le comportement du systéme

- une limitation en amplitude de chacune des résonances du systéme ;
- un léger décalage de la résonance en amplitude pour chacun des oscillateurs ;
- un déphasage progressif au voisinage de la résonance,

Un choix particulier de B qui vérifie la condition d’orthogonalité (4.14.3) consiste & exprimer que I"amortis-
sement se répartit dans le systéme comme les raideurs, comme les masses ou comme une combinaison linéaire
de ceux-ci:

B = oK + M (4.14.5)

Les coeflicients o et § et les pourcentages d’amortissement critique associés 4 chaque mode vérifient alors la
relation

1
£p = E(o:w, + ;’-‘é) (4.14.68)

Ezemple 4.9

Considérons le systéme amorti & deux degrés de liberté de la figure 4.14.1 , que 'on soumet & une excitation
harmonique f(t) = F coswt au niveau du degré de liberté 1.
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Les caractéristiques du systéme sont les suivantes:

m = lkg e= 20N x s/m
k=10"N/m F=1N

F{t)

[

m

mxi
figure 4.14.1
Systéme amorti & deus degrés de liberté

et ses équations du mouvement s’écrivent

1 0 ::!‘71 + 0 0- .‘i‘l + 2104 —104 iy coswi
0 1] (%, 0 20| | &9 —10*% 2.10% |z | — 0

Solutions propres du systéme non amorti

Calculons tout d’abord les fréquences propres et les modes propres du systdme conservatif associé

‘2.104 -w?m -10* =0

—104 2.10% = w?m

On obtient
wy = 100 rad/sec x"(rl) ={1 i

wy = 173.2 rad/sec xg;) =1 -1]
et les masses généralisées p1 = pg = 2.
Calcul des pourcentages d’amortissement crifigue

Afin d’évaluer Pimportance relative de Pamortissement dans le systéme, calculons le pourcentage d’amortis-
sement critique de chaque mode par la relation (4.14.3). On obtient

xL Bx
£y = (1} (1) - 20 = 5%
2_.'_!1&.71 2x 2x 100
B x%;)me _ 20

= = 2.80%
2}12@)2 2x2x 100\/?_) ’

La faible importance relative des coefficients €y et £5 justifie 'hypothése d’amortissement diagonal.
Construction d’une matrice d’amorilissement diagonal

Caleulons par la relation (4.14.6) deux cocfficients « et § tels que

1 1
g1 = 5(&’&4‘1 -+ Z‘)ﬁI) et e = "2"(0!&)2 + :%)
ce qui équivaut 3
prfow] + B) = x(yBxy et paowi + B) = x(yBx(a)

On trouve
ewitp=10

o+ =10

d’oli les valeurs o =0 et =10
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F()

figure 4.14.2
Systéme modifié avec amortissement diagonal

L’équation (4.14.5) fournit la matrice d’amortissement proportionnelle & celle des masses

10 01
B‘[o mJ

L’hypothése d’amaortissement diagonal conduit donc & remplacer le systéme de la figure 4,.14.1 par le systéme
modifié de la figure 4.14.2,

Valeurs propres de Péquation de départ

i.es valeurs propres du systéme de départ, ¢’est-3-dire avant diagonalisation de P'amortissement, vérifieni
Péquation du quatriéme degré

2.10% + p* -10% _
d"‘"‘[ S108 2104+ 20p4p?] T

La résolution de cette équation donne les valeurs

P12 = 100.09(—0.050 £ ¢)
P34 = 172.66(—0.029 + ©)

dont la partie imaginaire est & interpréter comme la fréquence propre du mode et la partie réelle, son
pourcentage d’amortissement critique. Ce caleul confirme, pour le systéme envisagé, la validité de ’hypothése
d’amortissement diagonal que nous avons adoptée.

Le calcul des modes correspondants donne les vecteurs complexes

0.98996 4+ 0.09962 ¢
X(l) = 1

et .
*@ = [—0.983: 0.1718 z']

Il montre que 'effet le plus important d'un faible amortissement est d’injecter une partie imaginaire dans le
made propre, ce qui supprime le caractére synchrone de la solution vibrations libres.

Caleul de la réponse amortie

Retournant & "’hypothése d’amortissement diagonal, nous calculons la réponse amortie du systéme par la
relation de superposition (4.14.4)

01(t) = RI(41(w) + Az(w))e™?] = Hy cos(wt — ¢1)

et
g2(t) = R[(A1(w) — Az(w))e™?] = Hy cos(wt — é2)

avec les coefficients d’ampiification dynamique des modes

Ar(w) = {”l‘*’f[(l - g—;) + 2ielwil]}_1
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w? w7
Ag(w) = {#2‘#3[(1 - ;g) + 2182;‘;]}
les réponses en amplitude
Hi(w) = [Ay(w) + A2 (@)
Ha(w) = JA1(w) — Aa{w)]

et les déphasages
__S‘(Al + Aq) 3 (A — Ap)
R(A; + Az) R4 — As)
Le calcul numérique des réponses en amplitude et des déphasages en fonction de la fréquence d’excitaiion,
fournit les diagrammes 4.14.3 et 4.14.4 .

tgp, = et tggs =

Une fagon trés instructive de représenter les fonctions de transfert consiste & construire le diagramme de
Nyquist correspondant. On y observe que chaque réscnance donne lisu & une portion de cercle de diamétre
inversément proportionnel au taux d’amortissement du mode.

Diogramme de réponse en amplitude
figure 4.14.3

4.15 Réponse forcée harmonique des systémes en chaine

Nous avons déja mis en évidence dans le paragraphe 4.2 qu’un systéme en chaine est caractérisé par le fait

gu'un degré de liberté n’y est couplé qu’avec les degrés de liberté immédiatement voisins. Lorsque ceuxwci
sont classés dans 'ordre dans lequel ils sont rencontrés lorsqu’on progresse d’une extrémité a Pautre du
systéme, les matrices de masse et de raideur revétent une forme strictement bande. Cette propriété peut
étre mise a profit pour le calcul des fréquences propres de vibration par méthode de transfert.

Le concept de systéme en chaine s’avére particulierement utile pour le calcul des vibrations et la réponse
harmonique forcée en torsion d’arbres et systémes de transmission plus complexes tels que boites d’engrenages
(méthode de Holzer-Tolle). On utilise quelquefois aussi pour Panalyse des poutres en flexion (méthode de
Myklestad).

Tout systéme en chaine peut étre décomposé en n cellules élémentaires assurant le couplage mécanique entre
deux points successifs. Son éfal est complétement défini par la description des déplacements ¢, en chaque
point et des efforts conjugués @, .

Pour chacune des cellules, on peut écrire une relation matricielle entre le vecteur d’état {g,, Q,)T au point
r et le vecteur d’état (q,-1, @r-1)7 au point r— 1.

[(qg] =T [5:11] (4.15.1)

La matrice Ty r..1 est la mairice de transfert de la cellule r — 1. Elle est 'analogne de la matrice de transfert
d’un quadripéle que on définit en électricité.
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ﬁggure 4.14.4

Diagramme de réponse en phase

x104

-6 P e
figure 4.14.5
Diagramme de Nyguist
1 § 2 -0 2 2 3 il shease
*
qiag qz, )
figure 4.15.1

Struciure d’un systéme en chaine

s S——

N-i,N p~——0

%

I g

4.29
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Les chatnes en torsion
Pour les problémes de vibrations de torsion, on distingue les denx constituants fondamentanx suivants :
a} le disque infiniment rigide

51 8. et C,. désignent respectivement la rotation et le couple au point r, on a

b = Opn
Cr=Cror + Igr—l

et "hypothése de mouvement harmonique fournit les relations amplitudes de couple et de rotation

9,. = 97-—1
C‘r = _wzfgr—l +C -1

D’ol la matrice de transfert du disque en régime harmonique

1 ¢
T= [—wzf 1} (4.15.2)
et le coefficient d’influence dynamique
¢ 1
n_ O _
arr (W) = o Y (4.15.3)

Le disque infiniment rigide est un filtre mécanique passe-bas puisque son coeflicient d’influence dynamique
{4.15.3) tend vers 0 pour une vitesse de rotation infinie.

figure 4.15.2

Schéma rendu Libre dun disque

b} D’arbre élastique

L’autre constituant fondamental des systérmes mécaniques en torsion est I’arbre élastique que I’on suppose
de masse négligeable. Celle-ci peut en effet toujours ire reportée sur un disque adjacent.

On a les relations

Cr=Crin
Cr = k(gr - f'—l)

d’clt la mairice de transfert de 1’arbre élastique

oo 2r e
L1
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figure 4.15.8
Schéma rendu libre d’un arbre élastique

figure 4.15.4

Connerion d’un aerbre el d'un disgue

On notera que, dans les deux cas, la matrice de transfert est unimodulaire.
On peut démontrer qu’il s’agit 1a d’une propriété générale des matrices de transfert de systémes passifs.

On peut ensuite connecter Parbre élastique au disque par élimination du vecteur d’état a la jonction du
disque et de I’arbre.

-1 _[ 1 o)t &]T6a]_[ 1 A
Co| T | =l 1] [0 1] {Cror| | —w?I 1—-‘-”—,:1 Croa

En général, pour une chaine en torsion comportant un nombre de cellules quelconque n, on peut calculer
par récurrence 1’état & une extrémité en fonction de l'autre extrémité

9,—,, _ Bn—l
&) =2

11 vient

o (4.15.4)
=Tan1.Th1pn-2.T '
m—1 1I,n-2 21 [Cl]
La matrice
T=Tpn1Tn1n-2.Toy (4.15.5)
est la matrice de transfert de la chaine.
Explicitons-la sous la forme
Tos(w?) T (wz)
T{w?) = 89 fe 4.15.6
@y =t 1) (415.6)

Pour déduire de la relation ci-dessus les fréquences propres de vibration du systéme, on notera gqu'une
extrémité libre vérifiera la condition £ = 0 tandis qu’en une extrémité fixée, 0 =0 .

Do, selon les conditions aux limites, les fréquences propres du systéme sont solutions de

cas libre-libre Tos(w?) =0
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cas libre-encasiré Tew?) =0
cas encasiré-Gbre Tes(w?) =0
cas encastré-encastré Toc(w?) =0

O'est la méthode de Holrer et Tolle pour le calcul des fréquences de vibration de chaines en torsion. ILe
plus souvent, les fréquences propres sont obtenues numériguement & partir d’un diagramme de la fonction
Trz(w?) obtenu par caleul de Tpp(w?) pour un certain nombre de valeurs d’essai.

Ezemple 4.10. Le réducteur de vitesse

On considére le cas d’un volant d’inertie 7 que 'on attaque par P'imntermédiaire d™un réducteur de vitesse
caractérisé par le rapport 7 . On recherche le coeficient d’influence dynamique %—”; a Vextrémité de gauche.
L’extrémité de droite est libre. Pour le réducteur de vitesse, on a, en progressant de droite & gauche, la

relation cinématique
o 1 3

figure 4.15.5
Réducteur de vilesse

En exprimant d’autre part la conservation du travail fourni

Cy 951 = Cdgd

al-15 =f1&]

Progressant de droite a gauche, il vient pour ’ensemble du systéme

el _[1 £]1] v o][-% o 1 0] [i-gl &
Cs 0 1 —wI; 1 0 —r —w2IP 1 —w?I 1]

Définissons le moment d’inertie équivalent du réducteur

on obtient la relation de transfert

g

L= I+ 7L,

(On a successiverent, en effectuant les produits de droite & gauche

AR
Cz L 1 +u;-_2-req =7 —sz i

|
=[5 H - 31 - 51 -}

27, (1— %) + 1wl

¥

T [H
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et expression du coefliclent d’influence dynamique

2¢ I I, +72-I 4116
O~ + ) — Wi

= D
dga (W) = Cs w2(Log + 721) — w‘l%,:_g

Le systéme libre-libre a pour fréquence de résonance la fréquence qui annule le dénominateur

k‘; (I,q + TQI)
Wresg = 4| ——7
1L,

De méme, les fréquences propres du systdme encastré-libre sont les racines du numérateur

Lg+7%, 11,

P A

I
—— 2’—-
1 w(kl-{-

Au signe de la rotation prés, le systéme initial vu de Pextrémité 2 est donc I'équivalent du systéme de la
figure 4.15.6.

figure §.15.6
Schéma équivalent du réducteur de vitesse de lo figure {.15.5

Le coeflicient d’influence dynamique principal age(w?) est représenté a la figure 4.15.7.

R

[

N
]
|
E
|
!
|
!

—————— e

figure 4.15.7

Coefficient d’influence dynamique du réducteur de vitesse

Celle-ci montre qu’a une trés haute fréquence, seule la torsion intervient, et qu’a trés basse fréquence, le
systéme se comporte comme une inertie pure,
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4.16 Tabulation de la méthode de Holzer

Reprenons les équations du mouvement (4.2.4) d’une chaine en torsion

Bi(f —Oipr )+ Eia(6i — 6im0) + Lo =T, (4.16.1)
avec les conditions terminales
1191 + kl(ﬁl - 92) = Tl ou 91 =0
INOw + Enoa(fn — w1} =Tn ou fn =0

selon qu’il s’agit d’une extrémité libre ou fixée.

Sommons ces équations pour ’ensemble de la chaine ; on trouve que les couples d’origine extérieure (réactions
comprises) équilibrent les couples d’inertie au niveau des disques

N N
S Lé;=> T (4.16.2)
i=1 i=1

Si Von adopte I'hypothése de régime harmonique, I’équation générale (4.2.3) peut étre réécerite en termes
d’amplitudes de couples et de déplacements

—Lw?0; + ki(0; = Oip1) + kici(B; = 0i21) = T; (4.16.3)

Faisons la somme des équations (4.16.3) avec les conditions aux limites appropriées jusqu’a une station = ;

on obtient n
k(B = Ont1) = 3 _(W L6 + T)
=1

et on en déduit Pexpression de 'angle de torsion 8,41 & partir de I’état des stations précédentes
1 n
Onr =bn =3 ;m +w? ;) (4.16.4)

Le calcul récurrent des angles successifs #; , pour un #; et une fréquence d’excitation w donnés, peut étre
organisé de fagon tabulée & partir de cette relation. Le tableau 4 monire la séquence des opérations & réaliser
dans le cas le plus général.

Lorsqu’on ne s’intéresse qu’aux vibrations libres du systéeme, les couples T; ne comportent que la réaction &
la station de départ qui est d’ailleurs nulle si celle-ci est bloguée. On peut dans ce cas simplifier le fableau
de Holzer en remplacant les colonnes 5, 6, 7 et 8 par la seule colonne

T -y wLe;
i=1

Pour initialiser le calcul, on s’impose une valeur de §; ou de T3 selon que la premiére extrémité est libre ou
bloquée. A Pautre extrémité, on vérifie que

N
Tl - szfil?,' =0 ou HN =0

i=]l

selon qu’elle est également libre ou bloquée.
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ddi I,- wzl,- 9,‘ -—QJEI,'Q,; —Ei wzf,‘f}g T‘ Z!T, z,(ﬂ - QJQI,'Q@) k

-
N
s
o

@ 1®| W= (6= 6 (M= (8) = @ | (10)=
—(2) x(3) 24 2.(6) (8) +(7) (8)/(9)

Tableay 4
Méthode de Holzer tabuiée
Ezemple 4.16.1

La figure 4.16.1 déerit un systéme avec transmission par engrenage dont les caractéristiques sont les suivantes

3‘ I, = 6.32 kg x m?

I; = 1.26 kg x m*

Iz = 0.17 kg x m?

I3 = 0.02 kg x m?

Iy =03 kg x m®

k1 =270 kN x m/rad
ko = 340 kN x m/frad
ks = 1100 kN x m/rad

rapport de transmission ; 2

I
[™

figure 4.16.1

réducteur avec fransmission par engrenage
- Montrer que la fréquence fondamentale du systéme est de I'ordre de 52.5 Hz.

- 51, lorsque le systéme vibre selon son premier mode, ’accélération maximum est de 6000 Ia.d/secz pour
I5 , caleuler 'amplitude du couple transmis de Iy & Iy .

Calcul de la fréquence fondameniale

Du fait que le systéme est libre aux deux extrémités, les couples extérieurs n’interviennent pas dans le tableau
de Holzer.

On peut done simplifier le tableau comme ci-aprés. Du fait que Pextrémité 1 est libre, on initialise le caloul
avec #; = 1. On vérifie & Pextrémité de droite que la somme des couples d’inertie est nulle -

N
> WL =0
WLty =
i=1
Le réducteur de vitesse présente une particularité : la relation cinématique 81 = —265 entraine une division

par 2 du couple d’inertie transmis.

Construisons successivement les tableaux de Holzer pour w = 330 rad/sec et w = 350rad/sec: on obtient
les valeurs numériques reprises dans les tableaux 5 et 6. Par interpolation linéaire, on calcule la fréquence
propre du systéme qui annule la résultante des couples d’inertie

0.116
w =330+ m x 20=334.4 rad/sec

On peut d’ailleurs vérifier (tableau 7) que cette valeur annule bien la somme des couples d’inertie.
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Le tableau 7 montre que lorsque 85 = 6.244 rad, auquel correspond une accélération angulaire de 6.982 10°
rad/sec?, le couple transmis par Iy & I3 a une amplitude de 2.108 10° N. Pour une accélération de 6000

M. Géradin - Dynamique des Consiructions Mécanigques

Noooad| I | L 6 | w26 | ~TLe?Lé | B O] BT
1 6.32 6.882 1 6.882 6.882 2.0 —2.549
2 1.26 1.372 | —1.549 2.125 —4.757 3.4 —1.399
3 0.17 | 0.185%1 | —2.948 | —0.545 —4.212
e p— 3
4 0.02 0.022 5.806 2.106 il 0.191
5 03 | 0327 | 6.087 | 1.990 M0.116]
Unités | kgm? | 10° rad 10° 108 105
Tableaw § : w=330 rad/sec
Noooadl| L | WL | & | WLe | -wthe | B | 230
i 6.32 | 7.742 1 7.742 —7.742 2.7 —2.867
2 1.26 | 1.542 | —1.867 | —2.881 —4.861 3.4 —1.430
3 0.17 | 0.208 | —3.207 | —0.686 —4.175
gane X =2 x —%
4 0.02 | 0.025 6.594 2.088 11 0.190
5 0.3 | 0368 | 6784 | 2497 | [Z0.409]
Unités kgm? | 10° rad 108 103 108
Tableau 6 : w=350 rad/sec
N ddl I; Wil 8; w210 -3 w2 L6; k -i—l- S0
1 6.32 | 7.067 1 7.067 7.067 2.7 —2.617
2 1.26 1.408 | —1.617 | —2.277 —4.790 3.4 —1.409
3 0.17 | 0.180 | —3.026 | —0.575 —4.215
é%‘lc_ X =2 X - %—
4 0.02 | 0.022 | +6.052 +2.108 11 0.192
5 0.3 | 0.336 | 6.244 | 2.098 f0.01]
Unités kgm? | 10% rad 10° 108 108

Tableaw 7 : w=334.4 rad/sec

Caleul du couple transmis de Iy & I

rad/sec?, le couple transmis vaut donc

2.108 105 x

6000
6.982 105

=1811 N xm
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figure {.17.1
Systéme répétitif

4,17 Le cas des systémes répétitifs : la méthode de Biol et Lewis

Le cas oi la chame résulte de la répétition de la méme cellule élémentaire est assez fréquent. Notamment
dans un moteur c¢ylindrique, le moment d’inertie équivalent (moyenne sur un cycle) de chacun des pistons,
de méme que la raideur en torsion de la partie du vilebrequin séparant deux cylindres, restent constants.

On considére donc le cas d'une chaine comportant n disques et bras élastiques identiques et se terminant
sur des impédances terminales passives quelconques caractérisées par leur coefficient d’influence dynamique.

Le vecteur d’état a gauche d’un disque est (8., Cpy1). Le vecteur d’état & droite d’un disque est (6,,, Cpa).
Les impédances d’extrémité sont passives el caractérisées par les coefficients d’influence dynamique

I
—Cn

Pour la cellule élémentaire constituée d’un disque et d’un bras élastique, on a les relations

g
ap(w?) = 6_1; an(w?) =

Cm = Cy1 — w2,
Cono1 =k(0m — Om-1)

D’oli, par élimination de Oy, et Cp,_q, 1l vient

k(9m+1 — 20, + 9,-,-,,-1) +Cd213m =0 m=2,..,n— 1
et aux extrémités
k(gz — 91) — Co +w2191 = 0
k(On —0n-1)—Cn \—szBN =10
(4.17.1)
Le principe de la méthode consiste & essayer une solution générale de la forme

Om = Asin(mp + ¢) (4.17.2)
Par substitution dans la premiére équation, on obtient
2k Alsin(mp + &) cos p — sin(mpu + 8)] + w? IAsin(mp + @) =0
et aprés simplification
w? — %ﬁ(l—cosp) =0

d’ol 'expression de w en fonction du parameétre u

Lk
w= 2\/;51n§— (4.17.3)

Pour déterminer les constantes p et &, on exprime les conditions d’extrémité en éliminant les couples au
profit des variables angulaires en utilisant la définition des coefficients d’influence

i gauche .
(W I—k— :z") sin{p + @) + klsin(u + ®) cos pu + cos(p + $)sing] = 0
0
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soit, aprés substitution de {4.17.3) et développement de sin(y + ®) et cos(u + &)

1
[cosp(l — —=)— 1]sin®+ (1 ~ i—)sinpcos@ =0 (4.17.4)
aok Gﬁok

& drotte i
(Wl -k — -‘—Im)sin(sz + @)+ ksin[(N - Du+®] =0
N

on substitue de méme {4.17.3) et on développe sin(Ny + ®) et sin[{N — 1) + &) :

{(1-2cosp— L) cos N + cos(N — 1)u]sin &+
ank

[(1—2cosp— —L)sinNy, +sin{N — Dylcos® =10
ank
Si Pon note enfin que
2cos pcos Np = cos(N + 1)p + cos(N — 1)p

2cospsin Np = sin(N + Dy +sin(N —~1)p

on peut encore écrire
[(1- --—-~) cos Npp— cos(N + 1)plsin® + [(1 - El—k) sin Np — sin(N 4 L)yl cos® =0 {(4.17.5)
N

Les équations (4.17.4) et (4.17.5) forment un systéme linéaire homogéne en sin @ et cos @ Do I'équation
aux valeurs propres pu

boeosp—1 bosin u
by cos Ny — cos{N + 1) by sin Ny — sin(V + 1);,;

avec bo = (1 — 2z) et by = (1— %) que Pon résout en notant que

a b
e d

‘ = S(a — ib)(c + id)
On pose ]
a—ib="bplcosp —isinp) —1=bge™ ~1
c+id = by(cos Np + isin Nyg) — (cos(IV + 1)p + isin(N + 1)p)
- bNeiN,u _ ez'(N+l)p
et ’équation aux valeurs propres revét la forme
S(by e~ ~ 1)(by ¥ ~ W1
=Gl (by e ~ 1)(by — )]
=S[e V¥ (bg e — e%)(bN e e%)] =0

Posant enfin ] ; ;: , i i
Ag gt — (bg e_% — e'g') et An N (bN t‘:‘“""i - e‘*})

les angles 445 et ¥y étant obtenus par

+b

tgp = = (2kag — 1)tg 5 (4.17.6)

tg

tgk =
2
B
t - —_
YN = 2

e
el Z = (2key — l)tgg- (4.17.7)

on doit annuler . . .
S r A4y Vo Ay e“’””] =0
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§ fou

] IR
=

figure {.17.2
Résolution de Péquation aux valeurs propres

et Péquation aux valeurs propres prend la forme finale

Nu+io+ oy =kn (4.17.8)

Résoudre ’équation ci-dessus revient & rechercher les points d’intersection de la courbe f{u) = Nu+ o +n
avec les horizontales d’ordonnée k7.

On notera que la solution ci-dessus n’est valable que dans le domaine de fréquence

k . . H
%7 sin 5|
w < \/; puisque |sin 3 <1

La valeur w, = 2@ est la fréquence de coupure du filtre et correspond a la fréquence propre de la cellule
élémentaire en dessous de laguelle restent toutes les fréquences propres du systéme.

Iy Ip

figure £.17.8
Cellule élémeniaire

Ezemple 4.12

Reprenons ’exemple de la figure 4.8.3 qui résulte de la discrétisation de la barre uniforme en extension
de la figure 4.8.2 . 1l s’agit d’une chaine répétitive en extension 4 laquelle la méthode développée dans ce
paragraphe est applicable & condition de remplacer les disques d’inertie par des masses, les ressorts en torsion
par les ressorts en extension et les rotations par des déplacements.,

Les coefficients d’influence dynamique des impédances terminales ont pour valeur
a0(w?) = as(w?) = o
2k

et les équations (4.17.6), (4.17.7) et (4.17.8) donnent

do=ths=0 — p=% (r=1,..5)
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On en déduit Pexpression analytique des fréquences propres par (4.17.3)
fk . rrx
We =2 poin sin 16
FA | rm
= 104 Ip—e,‘,—smﬁ (k=1,..5)

wy = 3.0902 , 6.1566 , 8.0902, 9.5106 et 10 % rad/sec

On trouve les valeurs successives

Pour caleuler les modes propres, on retourne a Pexpression de la solution générale
B = Asin(my + &)

et on recherche tout d’abord le déphasage ® par 'une des équations (4.17.4) ou (4.17.5) exprimant les
conditions aux limites. Partant par exemple de (4.17.4), avec les valeurs particulitres des impédances ag(w?)
et ag(w?), on obtient

sin®(1+ cospu) +cosPsinu =0

solt .
—sin p
tgh = ———
€ 14 cosp
dont on déduit
& — H
)

Le mode a done pour expression générale

6 = Asinl(m — é-),u]

Pour le premier mode par exemple, on obtient

sin 7 0.30902
sin-%—g 0.80802
X0y = s%n%—’(; = 1.0
sin }—% 0.80902
sin 75 (.30802

On retrouve bien enalytiguement la solution que nous avions calculée précédemment par voie numérique.
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5. Les Systémes Continus
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5.1 Introduction

Le fait de réserver un chapitre particulier 4 1’étude des systémes continus ne doit pas étre interprété comme

le fait que ceux-ci présentent un comportement différent des systémes discrets. Au contraire, le systéme
continu doit étre regardé comme le cas limite du systéme discret lorsque Ie nombre de degrés de liberté de
celui-ci devient infini.

Les systémes continus possédent les mémes caractéristiques en vibration que les systémes discrets : ils sont
susceptibles de vibrer librement & certaines fréquences propres, selon un mouvement représenté par la forme
propre associée ; [réquences propres et modes propres forment cette fois une séquence infinie du fait de
I'infinité de degrés de liberté du systéme.

Des concepts tels que I'orthogonalité entre modes propres de fréquences différentes, et donc la possibilité de
développer un déplacement quelconque en série de modes propres, restent d’application pour les systémes
continus. De méme, le quotient de Rayleigh conserve sa propriété remarquable de stationnarité.

Tous ces concepts, nous allons les présenter tout d’abord dans le cas d™un systdme continu de comportement
trés simple : la barre en extension. Nous les étendrons ensuite A d’autre systémes continus monodimensionnels
de grande Importance pratique tels que la corde vibrante et surtouf la poutre en flexion.

Nous établirons tout d’abord I'équation différenticlle du systéme en exprimant I'équilibre local et nous
montrerons ensuite commment le calcul variationnel peut restituer celle-ci.

Lintérét du calcul variationnel deviendra apparent & la fin du chapitre lorsque nous aborderons les méthodes
d’approximation des systémes continus en vibration : nous verrons que ’approche variationnelle constitue
une méthode puissante de réduction d’un systéme continu & un systéme discret, que ’on résout alors par les
techniques du chapitre précédent.

5.2 Choix d’un systéme physique simple : la barre en extension

KUY e A

=t
. s B e e e s
(= { )
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figure 5.2.1a
Barre en extension

ex

by
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figure 5.2.1%
Schéma rendu libre d’une tranche

Considérons le probléme des vibrations axiales u(z,t) d'une barre de longueur £, caractérisée par une
rigidité en extension ZA(z) et une masse répartie m(z). L’équilibre d’une tranche dz de celle-ci met en jeu
les forces représentées sur la figure 5.2.1b. L’effort normal IV s’exercant sur chacune des faces de 1’élément
est proportionnel & la déformée axiale supposée infinitésimale :

N(z)= Bde = EAj_: (5.2.1)

L’équilibre en translation selon z fournit la relation

N+4+dN—-N—-—midz=0
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soit "
2% = mi (5.2.9)
Combinée avec la relation contrainte-déformation (5.2.1), I'équation d’équilibre (5.2.2) donne lien 4 ’équation
différentielle
d du d*u
E;(EAg;)_fwﬁ? (5.2.3)

En Pabsence de sollicitation extérieure, on la compléte par les conditions aux limites

u(0,t) =0 ou N{0, 1) =EA§E‘O =0

wb)=0 on  NH)=EAS =0

(5.2.4)
4 chacune des extrémités selon que celle-ci est fixée ou libre (auquel cas Deffort normal N s’y annule).

Bien que le probléme des vibrations libres de la barre posé par les équations (5.2.3) et (5.2.4) differe en
apparence de celul d’un systéme discret, sa solution résulte de la méme démarche. Examinons la possibilité
d’un mouvement synchrone, c'est-a-dire tel que la forme générale du déplacement ne change pas mais que
seule son amplitude varie avec le temps

u(x,t) = u(z) (1) (5.2.5)
Substituons la forme (5.2.5) de la solution dans 1’équation du mouvement (5.2.3)

%) = &mu

d
@EE(EA .

soit, en regroupant respectivement de part et d’autre de 1’égalité les termes dépendant du temps et de 2
1 d duy &
e A-—ﬂ) = = —g?
mu de (E dz “
Le choix du signe de la constante w? est vérifié a posteriori.

D’une part la partie temporelle de la solution est régie par ’équation
d+w2d =0 {5.2.8)

et admet comme solution générale
B(t) = Acoswt + Bsinwi (6.2.7)

Elie représente donc bien, comme dans le cas discret, un mouvement vibratoire. Le choix contraire du
signe de la constante aurait conduit & un mouvement exponentiel dans le temps, ce qui est physiquement
inacceptable.

D’autre part, la partie spatiaie de la solution est régie par I'équation différentielle
d du 9
-J;(EA-&}-) +w'mu=20 (5.2.8)

3 laquelle il faut adjoindre les conditions aux limites

d
u(f) =0 ou ﬁL:O

u(0) =10 ou
(5.2.9)
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5.3 Détermination amalytique des fréquences et modes propres dams le cas de la barre
encastrée-libre de caractéristiques uniformes

Examinons le cas de la barre de caractéristiques uniformes £ A et m obéissani aux conditions aux limites

du
=0 t -—| = 3.
u(0) e Tzl 0 (5.3.1)
L’équation différentielle ,
d
BAZ— +wimu =0 (5.3.2)
admet la solution générale
u(z) = Asin A% + Bcos)\% (5.3.3)
avec le paramétre non dimensionnel \
2
z2 = (5.3.4)

EA
Appliquons & (5.3.3) les conditions aux limites (5.3.1): d’une part, u(0) = 0 entraine B = 0 et d’autre part
du
dz |x =0

entraine A% cos A = 0 dont la seule solution non triviale implique cos A = 0, ce gui donne leu aux racines
caractéristiques .
Ar = (2k - 1)5 k=12, .. (5.3.5)

Retournant & V’expression du paramétre (5.3.4), on en déduit les pulsations propres successives de la barre

LA
wy = (2k — 1)%\/;@ (5.3.6)

Les formes propres correspondantes, du fait du caractére homogéne de Péquation (5.3.2), ne sont connues
qu’s une constante prés. Elles ont pour expression

ugy = Asin (2% - 1) (5.3.7)

figure 5.8.1
Modes propres de la barre encasirée - libre
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Le systéme continu est done caraciérisé, tout come le systéme discret, par une série de fréquences propres
auxquelles le systéme est susceptible de vibrer librement, ¢’est-a-dire sans apport d’aucune force extérieure.
La seule différence avec le systéme discret réside dans le fait que la série de solutions

{wf<w§<...<w§<... (5.3.8)
Y1)y B(2)) -eor YUln)y --- v
est cette fois infinie.
Les autres cas de conditions aux limites donnent lieu 3 une solution analogue.
5.4 Caractére auto-adjoint du probleme aux valeurs propres
Le probléme aux valeurs propres
d d o
T(EA%) +w'mu =0
e z du (5.4.1)
u(0)=10 == 0

anquel nous avons abouti constitue un probléme aux valeurs propres de Sturm- Liouville, que 'on peut écrire
sous la forme standard
L(u) = w?mu (5.4.2)

avec Popérateur différentiel

L(.) = o [EAL() (5.4.3)

Ce probléme aux valeurs propres avec les conditions associées (5.2.9) est auto- adjoint. En effet, considérons
deux fonctions différentes u1 ot uo vérifiant les conditions aux limites du probléme.

On a d’une part, par intégration par parties

2
jruzL(m)dx: j»——[EAdul]ugdz
]

= [- EAﬂug] + f EAfl‘i?lﬂd
dx

et de la méme manidre .
] U1L(ﬂ2)dx = [‘—EA‘C‘{E’Z’HI +/ du2 dul da
0

Sil’on tient compte des conditions aux limites du probléme, on déduit de ces deux égalités la propriéié

¢ ¢
J[ up L(u; )dz =] uy L{ug)de =] Ad—ul—@d (5.4.4)
1] 0 d dr

qui caractérise un opérateur auto-adjoint. Cette propriété est mise & profit pour établir les relations
d’orthogonalité entre solutions propres d’un systéme continu. Physiquement, elle étend au systéme con-
tinw la notion de réciprocité déja discutée dans le cas des systémes discrets.

5.5 Relations d’orthogonalité entre modes propres

Considérons deux solutions propres quelconques ugy et u(;y extraites de la série infinie de solutions du
systeme,

Partons de I’équation vérifiée par le mode ()

L) = wimug, (5.5.1)

et multiplions-la par le mode g;. Par intégration et utilisation de la propriété (5.4.4), 1] vient

¢ £ dug dug ¢
f u(j)L[u(,-}]d:c = / EA-—-}E;—)-%dz = wff mU(,-)u(j)dx (552)
0 0 0
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De la méme maniére, partant de I'équation vérifiée par le mode wu(;), on aurait obtenu

2 £ dttrn dues 2
j ey Lluglde = f EA-%?-%dm = w}f MUy de (5.5.3)
o 0 0

D’oil, pour denx modes propres de fréquences distinctes, on obtient par soustraction

£
(wf - wf)ﬁ mu(i)u(j)dx =0 (554)

1l en résulte les relations d’orthogonalité par rapport & la distribution de masse

)
[ mue)ude = pbi; (5.5.5)
Jo

olt y;, la masse généralisée du mode, est une mesure de son énergie cinétique

£
pi = jfﬂ mufyyde (5.5.6)

et est fonction de 'amplitude arbitraire affectée au mode propre. 11 est d’alllenrs fréquent de calculer celle-ci
en sorte que y; = 1 pour chacun des modes.

Par substitution de (5.5.5) dans I’une des relations (5.5.2) ou (5.5.3), on obtient également les relations
d’orthogonalité par rapport & la raideur

£ duggyy dug;
(6) SU@) 5 s
ji EAmdm I de = ;63 (6.5.7)

oul ¥;, la raldeur généralisée du mode, est une mesure de son énergie de déformation

£ dug
i =] E’A(—(z))zda: (5.5.8)
o dx
Les quantités v; et p; ne sont pas indépendantes mais vérifient nécessairement la relation

X_ 2
i

L’expression fonctionnelle correspondante

1) 2
o liEAE e

f: muldz

(u) (5.5.9)

généralise aux systdmes continus la notion de quotient de Rayleigh.
5.6 Propriéié de stationnarité du quotient de Rayleigh
Convenons de calculer le quotient (5.5.9) & ’aide d"une fonction d’essai u(z) proche du mode propre u(;

u(z) = uy) + € w(x) (5.6.1)

et supposons qu’elle vérifie ¢ priori les conditions auz limiles cinématigues du probléme (u = 0 en une
extrémité fixée), auquel cas on dit qu’elle est admissible.

Sil’on forme le quotient {5.5.9) & ’aide de (5.6.1), on obtient ’expression

2 Y+ 2a+ %

_npreenT 6.2
w fi + 2ee + £2d (56.2)
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ol 9; et g représentent les raideur et masse généralisée (5.5.6) et (5.5.8) du mode et ol les constantes a, &,
¢ eb d résultent des intégrations
dugy d
a= Jf EA——=ds

dw dw

1
c:] muyywdz
0

!
d:] mwdz
0

On note tout d’abord que {5.6.2) coincide avec ta valeur propre du mode { lorsque £ = 0.

Pour mettre ensuite en évidence sa propriété de stationnarité vis-a-vis de I'erreur sur le mode propre, on
calcule la dérivée ,

Bw?  2(a —w?c) + 2e(b — wid)

e pi + 2ec + e2d

soit en e =0
fw?  2a—wic)

66 - i

Le numérateur du membre de droite

‘ JU(,) dw
a-wic= jg [EA e wimugyw]dz

= [ du(,) J[ [dx (i) + w; mU(,)] wdz

s’annule en vertu de (5.5.1) et du respect des conditions aux limites de type cinématique. D’ol le résultat

ot
e

qui exprime la stationnarité du quotient de Rayleigh lorsqu’il est calculé pour im mode propre ug).

¢=0

Pour expliciter davantage la signification de ce résultat, réalisons ensuite un développement en série du
quotient de Rayleigh autour de la solution u

duw?

wz w +aiz .€+—-—=-- ,.£_+
- e le=0 Oz le=0 2 T (563)
b d o
P il L IPOTES

3

et convenons de développer l'erreur w(z) sur le mode u(;) en termes des autres modes
w(z) = 3 rjug (5.6.4)
i
Le recours aux relations d’orthogonalité (5.5.5) et (5.5.7) donne, pour les coefficients b et d, les développements

b= Zr}yj

i
d=3 riu
i#
Leur substitution dans {5.6.3) fournit ’approximation au second ordre du quotient de Rayleigh

w? = u] +—Z ,u,(w w?Y+0(?) (5.6.5)
P
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qui jouit des mémes propriétés que dans le cas discret, & savoir:

1. 4 une erreur du premier ordre sur 'approximation du mode propre, correspond une erreur du second
ordre sur la valeur propre lorsque celle-ci est caleulée par le quotient de Rayleigh;

2. le quotient de Rayleigh fournit toujours une borne supérieure i la premiére valeur propre du systéme
R(u) > wi (5.6.6)

Ezemple

Reprenons ['exemple de la barre encastrée-libre du paragraphe 5.3 et exprimons son premier mode propre
de fagon approchée par la fonction admissible

u{z) = %E

Le caleul du quotient de Rayleigh fournit la valeur propre approchée

2 ol
W? = ¥ o EAdz _ BA
< f; mazldz me?
au lieu de ”%% = 2,4674%’%—. On constate d’une part que Vestimation obtenue est relativement bonne

_compte tenu de la grossiéreté de 'approximation adoptée et d’autre part que Pinégalité (5.6.6) annoncée est
bien respectée.

L’approche numérique que nous vencons d’illustrer dans un cas trés simple pour obtenir une approximation
& la premiére fréquence propre du systéeme est connue sous le nom de méthode de Rayleigh.

5.7 L’approche variationnelle : Je principe de Rayleigh

Repartons de Pexpression (1.5.43) du principe de Hamilton qui exprime que le mouvement réel d’un systéme
mécanique entre deux instants ¢; et £ pour lesquels sa configuration est connue, s'effectue de telle sorte que
Pintégrale du lagrangien du mouwvement est stationnaire

T2

Ldt =0 (5.7.1)

L3
Dans le cas de la barre en vibrations libres, le lagrangien du systéme
L=T-V
comporte d’une part ’énergie cinétique

£
7=1 J[ midz (5.7.2)
2 0

et d'autre part ’énergie de déformation due & Pextension

ift duy 2
== § EA(—)d T.
V=3 j; ( dm) z (5.7.3)
Séparons comme précédemment la solution en une partie spatiale et une partie temporelle

u(z,t) = u(z) coswt

auquel cas nous pouvons écrire
T = Trnae sin® wi
V = Vinas cos® wt (5.7.4)

avec les énergies cinétique et potentielle maximales du systéme

w? ! ) 1 du. 2
=5 = —_— 7.5
Tnaz 5, mu’dz Vimaz 2/; EA(dx) dr (5.7.5)
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Si Pon choisit ensuite Vintervalle d’intégration temporelle de telle sorte que les régles d’extrémité
Su(z,t1) = bufz,iz) = 0 solent automatiquernent satisfaites

T %
2w’ 2w

]

[t1,82] = |

on peut effectuer a priori I'intégration de la partie temporelle de l'intégrand

[t f; B 2 W
j Tdt = j Tmae sin® widt = —Tmaz
_ E %

&

prd Te . -
Vdt = Vinas €05° widf = fz““"vmag
T bl ‘-U
e )

%
augquel cas le principe de Hamilton appliqué 3 un systéme en vibrations libres admet la forme simplifiée
8(Tmas — Vimar) = 0 (5.7.6)

Il exprime, que du fait que ’énergie totale du systéme est constante, une variation de 1'énergie cinétique
maximale doit &tre compensée par une variation correspondante de énergie potentielle maximale.

L’équation (5.7.6) constitue le principe de Rayleigh.

Appliquée aux vibrations de la barre en extension, I'équation (5.7.6) prend la forme explicite

§ | [Smu?— ZEA(S) |de=0 (5.7.7)

On peut, en exprimant la variation de V’amplitude du déplacement, retrouver 1’équation différentielle du
systéme et les conditions d’appui appropriées. Faisons rentrer I'opérateur de variation sous le signe intégral

¢ du _ du
6}/}; [wimubu — EA-&;(s(EE)]dr =0 (5.7.8)

A condition de permuter les opérations de variation et de dérivation spatiale

6(-3%%) = {;(w) (5.7.9)

on obtient aprés intégration par parties
du_ e {0, d, _  du
[— EA&;M]O —i—/; [wimu + EE(EAEE)} budz

En vertu du lemme fondamental du caleul des variations, annulation de cefte expression implique que:

1. Déquilibre dynamique soit vérifié en tout point a l'intérieur du domaine

d du 2
E(EAIL:) +wimu =10

2. enz =0etx=4£ Pune ou I'autre des conditions
d
EASS=0 ou 6u=0
dz
soit vérifide,

ce qui montre bien que ’équation variationnelle (5.7.7) est équivalente & la formulation du probléme en
termes d’équations différentielles.
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5.8 La méthode de Rayleigh-Ritz

La méthode de Rayleigh-Ritz est en fait une généralisation de la méthode de Kayleigh dans laguelle une
approximation & la solution du probléme aux valeurs propres (5.7.7) est construite par superposilion de
fonetions admissibles et extraiies d’une base compléte jusqu’a un ordre donné, de manitre & garantir la
convergence de la méthode,

u(z) = 3 wilz)g; (5.8.1)

i=1

chacune des fonctions w;{z) vérifie donc séparément les conditions aux limites cinématiques du probléme.
Leur forme est imposée, de telle sorte que la variation peut porter sur les seuls coefficients d’amplitude
arbitraires g;

du(z) = dem)éq; (5.8.2)

t=1

Construisons les formes guadratiques

Cd2 ¢ 9 w2
Trnas = —2"] mutds = 505 magigs
Jo i ;
1
Vnao = 3 [ BAGEY 42 = 130T ke
i

avec les coeflicients de raideur et de masse

£
dw; d
m,;jzjf mw,;wjda: ”—f EA bl u:d
0

auquel cas ’équation (5.7.7) peut étre approximée par I'expression discrétisée

w?
5{ Zng%% széjgiq_f} =0
i
On peut également, 3 condition de définir les matrices de raideur et de masse résultant de la discrétisation

K = [ki] M = [myj] (5.8.3)

et le vecteur des déplacements généralisés

T=lang ... gnl
Pécrire sous forme matricielle 3 .
[ 3 TMg — 2qTKq] =0
auquel cas )
Tmao = % TMaq et Voo = %qTKq (5.8.4)

La variation de 'un des déplacements généralisés ¢; fournit ’équation

wzzm,-jqj—zkijqjto i=1,...,n
J i

* On entend par fonction admissible, toute fonction possédant les conditions de continuité requises (ici, continuité
de la fonction seule) et respectant les seules conditions aux limites cinématiques du probléme (¢.a.d, portant sur
les déplacements). Dans le cas présent de la barre en extension, la condition éventuelle u =0en s =0ouz =4¢
est une condition limite cinématique et doit donc &tre satisfaite, tandis que la condition conjuguée EA% =90
portant sur Peffort normal est une condition de type équilibre et ne doit donc pas &tre vérifide a priori.
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soit sous forme matricielle

Kq=w?Mgq (5.8.5)
On retrouve ainsi I'équation aux valeurs propres établie précédemment dans le cas d’un systéme discret. Ses
n solutions, que nous noterons @ , constituent une approximation aux n premisres valeurs propres w? du
systéme continu correspondant. Il est possible de montrer qu’elles constituent en fait une approximation par
excés des solutions propres du systéme continue, de telle sorte que Pon a toujours

izw? i=1,...,n (5.8.6)

Cette propriété est perdue dés que les fonctions utilisées pour construire ’approximation {5.8.1) ne sont plus
admissibles.

Ezemple

Reprenons Pexemple de la barre encastrée des paragraphe 5.3 et 5.6 et exprimons son déplacement & [’aide
d’une série de deux fonctions admissibles

w(z) z o+ z?
)= = _
7 41 72 g2
extraite de la base complite formée par la série des mondmes
r z? &° "

[1; E: £27 £3:"'?::’->]

Calculons successivement les coeflicients de masse

myy = /t miid’z _mt
_ j/f 2 _m
mys = A mfs r = 4
B ¢ $4d _mL
fitgy = ; 1‘71';£,4 &= 3
et les coefficients de raideur .
1 EA
ku = ./; EA?fdm = T
£
2z FA
klz -—-'/t; EAFCI:D = —£—
£ 2
4z 4 FEA

d’otl 1] résulte 1'équation aux valeurs et modes propres

EAT1L 1 g1 i
vl ] [a] e

$i ’on définit le paramétre fréquentiel

AN s |t
| I
———
e
P
[
Il

w?mé?
A=
EA
celui-ci vérifie ’équation du second degré
1—2 12
H P e
4 375
soit
337~ 1043 +240 =0
On obtient A A
wi= 2.49;-25 au lieu de 2.4()‘@5-

EA . EA
w§ = 3218;;23' au lieu de 2221;;?5
On constate donc, par rapport au résultat fourni par le calcul du quotient de Rayleigh, une amélioration
considérable de la premiére fréquence propre.
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5.9 Vibrations d’une corde vibranie

Maintenant que nous avons présenté les propriétés et méthodes essentielles applicables & un systéme continu,
reprenons ’étude de systémes vibrants monodimensionnels tels que la corde vibrante d’abord et la poutre
en flexion ensuite.

i), Tl

figure 5.9.1
Corde vibrante

Dans la corde vibrante, on s’intéresse & la vibration transversale y{z, ) et la raideur du systéme est apportée
par la traction initiale T(z).

p%d ?(x%gidx
dytxi) Aoty T T dﬁ‘?&)ﬁgf?t’dx
d ====== 4
Thx)"
x i -
figure 5.9.2

Schéma rendu libre d’un élément

Exprimons ’équilibre dynamique vertical d'un élément de corde de longueur de en admettant que la corde
a une masse répartie m(z) et est soumise 4 une distribution de force extérieure p(z,t).

[7(0) + Saa] 200 | Luled)

t
—T(z)i?%-—) +plz,t)de=mdzry

solt, au premier ordre

d . dy

— |T—= = 4 £ 9.
dm[ dm]+p(w,t) m(x)y O<z< (5.9.1)
D’autre part, en ce qui concerne les conditions aux limites, la corde est nécessairement attachée & ses

extrémités, de telle sorte que
y(0,8) = y(£,t) =0

En 'absence de forces extérieures, le mouvement vibratoire de la corde est régl par ’équation aux valeurs
propres de Sturm-Liouville

d . dy
2’; [T'(?f;] +w2my =10

y(0)y=y(8) =0

(5.9.2)
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On voit donc qu’a condition d’assimiler la tension 7" dans la corde A la rigidité extensionnelle de la barre et
de considérer le déplacement transversal au lieu du déplacelment longitudinal, if ¥ a analogie compléte entre
le probléme des vibrations transversales d’une corde et celui des vibrations axiales d’une barre. Lorsque la
tension dans la corde T et la masse répartie m sont constantes, on calcule les fréquences naturelles

| T
Wr =T\ —5 r=1,2,3,... (5.9.3)
() = 2 . =@re 594
y,.x_\/mesme (5.94)

et on peut vérifier que ceux-ci vérifient les relations d’orthogonalité

associées aux modes propres

£
j: myr(gf)ys(x) = by

£
dyr dy_g .2
j; Tda: dxdm_w Brs

5.16 L’éguation d’ondes

Reprenons 1’équation (5.9.1) régissant 1’équilibre dynamique transversal d’une corde vibrante de car-
actéristiques constantes

d2y(z,¢) .

Pour le moment, nous ne nous intéressons pas & la longueur de la corde, de felle sorte qu'on peut ne pas se
préoccuper des conditions aux limites.

Réécrivons Iéquation (5.10.1) sous la forme
P y(z,y) _ 1 Py(a,t)
dz> ¢ 812

qui porte alors le nom d’égquation d’ondes, et la constante

(5.10.2)

: T
e=1q/ —
m
est alors la vitesse de propagation d’onde. On peut aisément vérifier que la solution générale de (5.10.2)
prend la forme générale

ylz, 1) = Fi(z — ct) + Faz + ct) (5.10.3)

La fonction Fi{z — ct) représente une onde de déplacement cheminant dans la direction positive 2 & une
vitesse constante ¢ sans altération de sa forme. Son profil est déterminé par la forme explicite de la fonction
Fy. De méme, Fa(z + ct) représente une onde cheminant en sens inverse avec la méme vitesse. Il s’ensuit que
la forme la plus générale du mouvement d’une corde résulte de la superposition de deux ondes de déplacement
cheminant dans des directions opposées.

Considérons le cas particulier intéressant de ’onde sinusoidale d’amplitude A cheminant dans le sens direct

y(z,t) = Asin 2—-;(:: - ct) (5.10.4)

ol A est la longueur d’onde qui mesure la distance entre deux crétes successives. On peut réécrire (5.10.4)
sous la forme
y(z,t) = Asin(2xkz — wi)

ol k = + est le nombre d’ondes mesurant le nombre d’ondes par unité de longueur et w = 275 est lafréquence
de Uonde.
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On définit également la période
2r A
T o= e = —
w e

gui est le temps nécessaire pour gu’une onde compléte passe par un point donné.

Examinons ensuite le cas d’un déplacement constitué de deux ondes identiques cheminant dans des directions
opposées
ez, t) = A sin(2k7z — wi) + Asin(knz 4 wi)

.10.
=24 sin2k7rz coswt (5.10.5)

Ce résultat montre que dans ce cas I’onde résultante cesse d’étre en mouvement. Les deux ondes se combinent
en une onde stationnaire dont le profil 2.4 sin 2k oscille autour de sa position d’équilibre avec la fréquence
w. Au droit des points out 2kz prend une valeur entiére, les deux ondes se compensent et il apparait un
noeud de vibration. Par contre, au droit des points olt 2kz est un multiple impair de 1/2, les deux ondes se
renforcent de maniére & provoquer un venire de vibration.

Il est intéressant de rapprocher ce résultat de celui des fréquences et modes propres de la corde vibrante. Si
la corde est fixée & ses extrémités # = 0 el o = £, ces points doivent correspondre 4 des noeuds de vibration,
de telle sorte que

2kl = r=1,2,...

dont on déduit les fréquences des ondes successives

T [T
w,.::Q'Jrkc:—E—c:ﬁr proy

qui correspondent bien aux fréquences propres de vibration précédemment calculées, De méme "amplitude
de ’onde stationnaire correspondante
yr{z) = 24 sin 2kwe
rrE

=24 sin —
sl 7
est bien le mode de vibration associé.

Nous avons ainsi démontré que le mouvement de vibration libre de la corde est une onde stationnaire résultant
de la combinaison de deux ondes de méme amplitude cheminant dans des sens opposés.

Le méme raisonnement est également applicable & tous les systémes continus monodimensionnels (barres en
torsion et extension, poutres) de caractéristiques constantes.

5.11 Vibrations d’une poutre en fiexion

Considérons la poutre en flexion de la figure 5.11.1 et exprimons 1’équilibre dynamique d'un élément de
celle-ci (figure 5.11.2).

mix), ElDg Dixt)

% pif

i yled
 dx
X e i
= | ?
flgure 5.11.1

Poutre en flezion
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La7
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figure 5.11.2
Schémo rendu Ldre d'un élément de la poutre

Pour cela, dénotons par

y(z,t) la fleche instantanée de la poutre
M{z,t)  le moment fléchissant
T(z,t) Peffort tranchant

plz,1) la charge répartie par unité de iongueur
L’équilibre vertical fournit I’équation
ar .
I 1 blart) = m(2)g (5110

D’autre part, & condition de négliger Vinertie rotatoire des sections droites, 1"équilibre en rotation donne

2
ﬂdm + T(z, t)dz + ﬁdzz +p(gg,t)£f_ =0
- @ 2 (5.11.2)
s0it — 4T =0
dz

On peut donc substituer (5.11.2) dans (5.11.1) pour exprimer P’éguation d’équilibre vertical de la poutre en
termes du moment fléchissant
M +m(z)§ = p(x,t) (5.11.3)
dx? Y= plz, gt

Pour exprimer ensuite la relation entre le moment fléchissant et la flache, on recourt 4 la théorie des poulres
sans déformation a Peffort tranchant, selon laquelle les sections droites de la poutre restent normales & la
fibre neutre aprés déformation. Rappelons que cette théorie n’est valable que pour des poutres d’élancement
suffisant (% > 10) et est donc compatible avec Phypothése selon laquelle Pinertie rotatoire des sections droites
est négligeable,

SiTon désigne par 4(z,t) I'angle de rotation des sections droites, I’hypothése revient 3 écrire

dy
) = — 5114
¢(z, ) déb’ ( )
et ’on peut par conséquent calculer la courbure de la poutre en termes de sa déflexion

Wy

T % T 4t

Enfin, on exprime que le moment de flexion dans la poutre est proportionnel 4 la courbure locale

M(z,t) = EIv(z,¢) = EI(Q:)% (5.11.5)

Le coefficient de proportionnalité EI(z) est la rigidité flezionnelle de la poutre et varie avec les propriétés
de sa section droite. Par substitution de (5.11.5) dans Péquation (5.11.3), on obtient I'équation différentielle
régissant les vibrations de flexion de la poutre

42 d?y -
=7 [Er(g,-)m] tm(z)i=plz,t) O<z<f (5.11.6)
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C’est une équation du quatrigme ordre dans les dérivées spatiales que Pon doit compléter par les conditions
aux lirmites appropriées.

Dans le cas ot les extrémités ne sont pas sollicitées, les différentes possibilités sont contenues dans le tableau
suivant.

Fixation | Déplacement libre
fizche y=0 |T=4(BI%) =0
rotation % =0 M= EIE;% =0

(5.11.7)

Enfin, en P’absence de sollicilation extérieure, on obtient Véquation aux valeurs propres ¢n imposant un
mouvement vibratoire de type harmonique

dxz(EI ) —wi'my =0 (5.11.8)

5.12 Approche variationnelle : déduction de P’équation des vibrations libres 4 partir du
principe de Rayleigh

Le méme résultat s’obtient a partir du principe de Rayleigh en exprimant explicitement la variation corre-
spondante. L’8quation
6(Tmafc - ma::) =0 (5121)

exprime, rappelons-le, la constance de énergie totale du systéme en ’absence de forces extérieures.

L’énergis cinétique et ’énergie potentielle de la poutre ont respectivernent pour expression

1 L
== J/ myPdz (5.12.2)
2Jo
et £ 2
1 %y 2
- .2..4 EI(dmz) der (5.12.3)

de telle sorte que (5.7.6) prend la forme explicite

L 1 7f_  dyn
5[?j£ my d;c-—-ij; EI(Ex—z-) dz} =0 (5.12.4)

Faisons passer Uopérateur de variation sous Uintégrale

[my&yda:—-'/ Er z )da:._

et intégrons ensuite par parties le second terme : on obtient I'expression

[—EId 6(dy)+——(EI— )8y +Jf [w?my — - 2(E 32)]63,@3;—0 (5.12.5)

On note que, d’une part, les conditions aux limites (5.11.7) conduisent 4 ’annulation soit du déplacement ou
de la rotation (condition cinématique), soit celle de effort qui y est conjugué (condition de type équilibre).
D’autre part, la variation du déplacement sur le longueur de la poutre est arbitraire, de telle sorte que
I’équation

&, 4
E(EI&—%) —wimy =0 (5.12.6)

est une condition nécessaire et suffisante de stationnarité de (5.12.4).
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5.13 Caractére self-adjoint du probléme aux valeurs propres et relations d’orthogonalité
pour la poutre en flexion

Le probléme aux valeurs propres auquel nous avons abouti constitue, de la méme maniére que pour la barre
en extension, un probléme aux valeurs propres de Sturm-Liouville que ’on peut écrire sous la forme standard

Liy) = wlmy

avec Popérateur différentiel

dz2 [ 4 (1(;;)] (5.13.1)

Considérons deux fonctions différentes y et yo vérifiant toutes les conditions auz limites du probléme: on
montre aisément, par intégration par parties, qu’elles vérifient les relations de réciprocité

L{.

¢ y
j’r n L{yy)de = f Yo L{y1 )dz
1] ¢

Lo (5.13.2)
fEI V1 yzd

dz? dz?

De plus, si les deux fonctions considérées sont des solutions du probléme aux valeurs propres (5.11.8), notées
Yii) et y(;), elles vérifient les relations d’erthogonalité

‘
[3 my) Y318z = piby (5.13.3)

£ £
jfo vy Llyhldz =J£ vy Llywlde = vds; (5.13.4)

ol w; et 4; sont les masse et raideur généralisées du mode i

e
i = ] myfi)dx

(5.13.5)
_ L OTE
™= y(s)L[y(a ldz = EI dzz ] de

5.14 Solution analytique pour la pouire de caractéristiques uniformes

Dans le cas ot la rigidité flexionnelle {£1) et la masse par unité de longueur {m) restent constantes sur la
longueur de la poutre, 'équation aux valeurs propres (5.11.8) devient

Yy =0 (5.14.1)

On obtient

M

" — iy =0 (5.14.2)
avec la notation ( )’ = d%. et en introduisant la valeur propre non dimensionnelle
. wimi?

pt= (5.14.3)

La solution générale de (5.14.2) est de la forme

7 =eP% avec les racines Pre=xp et pas=Xiu
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D’of la solution générale _
n = cpef 4+ ape ™ 4 gttt 4 ayeiHE

On préfére en général utiliser plutdt Jes fonctions de Duncan

s1{u€) = sin(ué) + sinh(uf)
e1(ug) = cos(ug) + cosh(ut)
s2(p€) = —sin(ug) + sinh(pg)
eq(p€) = — cos(p€) + cosh(u€)

qui ont la propriété intéressante de se déduire P'une de Pautre par dérivation

(5.14.4)

= 1 1 _ 1 i _ 1
ex(u) = So5(6) = e () = =o' (u)
On écrit done la solution générale sous la forme

n = Asi1(p€) + Ber(p€) + Csz(p) + Dea(pé) (5.14.5)

Considérons ['exemple de 1a poutre cantilever : on doit appliquer les conditions aux limites & ’encastrement

70) =7'(0)=0
qui entrainent
B=pA=0 (5.14.6)
a Pextrémité libre
’-']”(1) = nm'(l) - 0

soit .
Cs + De =0
u3[ 1(#) + Dea(p)] (5.147)
#[Cer(p) + Dsy(p)] = 0
gt = 0 correspondrait & un mode rigide, ce qui est physiquement impossible.
Dol ’équation transcendante aux valeurs propres
s1(p)sa(p) — ci(u) =0
gui, en termes des fonctions trigonométriques et hyperboliques, devient
coshpcosp+1=0 (5.14.8)
Solution numérique
On peut la résoudre par un processus itératif en ’écrivant sous la forme
Bhtadate cosh u
On voit alors (figure 5.14.1) que les racines g, s, ... correspondent aux points d’intersection des deux
courbes 1
filp) = s p et fa(p)=—cosp
Pour une valeur propre donnée pp que on peut approcher par la valeur initiale
w9 o~ (2% — 1)12"— (5.14.9)
Les estimations successives ,ugf) fournies par le processus itératif
; -1
,ug'ﬂ) =cos™( (5.14.10)

cosh(yf)) )
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i ="
s A
0 T i
-5
4

figure 5.14.1
Résolution de Déquation transcendante auz valeurs propres (5.14.8)

convergent vers la valeur propre exacte pg.
Pour la valeur propre fondamentale, on obtient

EI
p1 = 18751 et wf=12.36;-n=—£4-

Solution asymptotique

Si Von n’est intéressé que par une estimation des valeurs propres successives p;, 11 est possible d’améliorer
I’approximation d’ordre zéro (5.14.8) en écrivant les solutions de (5.14.7) sous la forme

#k=(2k—1)g—+5k E=1,...00

On calcule alors la correction £; de maniére asymptotique

T %

cos[(2k — 1)-§» +ex} cosh(2k - 1)=§= +epl+1=0
Développant cette expression, on obtient
. . n w . T .
—sineg - sin[(2% — 1);2-] . {cosh[(?k - 1)5] - cosh g + sinh[(2k — 1)-§] -smhsk} +1=0

soit, avec les approximations sinh ey o singy ~ &3 et cosheg ~ 1

_ (_l)k—l

d’ott 'appoximation asymptotique

(=1

ﬂk=(2k—1)5+m

On obtient pour les premiéres valeurs propres les approximations

pp = 1.8683 u, = 1.8751
{3~ 4.6044 aulien de  pp =4.6941
pg ~ 7.8548 H3 = 7.8548

Quelles que soient les conditions aux limites, tous les cas peuvent étre traités de la méme fagon. On cbiient
les résultats consignées dans le tableau suivant.,
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Valeur propre gy,
Conditions quz limites | n=1 | n=2 | n=3 n>3

libre - libre 0 4.730 | 7853 | (Zn—1)Z {(approx.)
Libre - guidée 0 2.365 | 5.498 | (4n-35)% (approx.)
libre - articulée 0 3.927 | 7.069 | (4n-3)% (approz.)
guidée - guidée 0 3142 | 6283 | (m—1)= {exact)
guidée - articulée 1.561 | 5712 | 7854 | (2n—~1)5  (emact)
encastrée - libre 1.875 | 4.694 | 7.858 | (2n —1)% (approz.)
bi - articulée 3.142 | 6.283 | 9.428 | nrw {ezact)
encastrée - articulée 3.927 | 7.069 | 10.210 | (4n+ )% (approz.)

encastrée - gnidée 2365 | 5.498 | 8.639 | (4n—1)%
bi - encastrée 4.730 | 7.853 | 10.996 | (2n + 1)¥ (approz.)

= ui%

Fréguences propres de vibrations d’une pouire uniforme
pour différents cas de conditions aux limifes

5.18 Application de [a méihode de Rayleigh-Ritz aux poutres en flexion

De la méme maniére que pour la barre en extension, nous pouvons construire une approximation a la

solution du probléme aux valeurs propres (5.11.8) par superposition de fonctions admissibles

y(z) = ) wilx)a

i=1

Chacune des fonctions w;(z} vérifie donc séparément les conditions aux limites cinématiques du probléme,
tant sur les déplacementis que sur les rotations.

Oz construit les formes quadratiques assocides a P'énergie cinétique et I’énergie potentielle

Wt ot i
Trnas = TJE my?dz = ?Z;mﬁqm

1

1”r:ru:l.:i: = 5

/:EI(

avec les coefficients de masse et de raideur

£ £
LELH :f mw;wjd::: kz‘j :] EI(
0 0

Les équations discrétisées conservent la forme

2y

dz?

Kg=w?Mq

dz Wi
dz?

)2d=’~‘ = %Ezkzj%%
LI

) ()

et la propriété (5.8.6) de bornes supérieures aux valeurs propres exactes reste vérifiée.

(5.15.1)

(5.15.2)
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Ezemple
Calculons de fagon approchée les fréquences propres de la poutre encastrée- libre en construisant une approxi-
mation de sa déformée par fonctions admissibles, ¢’est-a-dire vérifiant les conditions aux limites ¢cinématiques

dy

y=0 et BE_O enz =10

Il en résulte I'approximation de Rayleigh-Ritz exiraite de la séric compléte des monémes

x? z3
y(z) = 411'23 + @'é;;

On doit calculer les intégrales

E oz it mé
mi; = V/; m(?)lﬂdm: m
S R S i
kfi:?; A EI[Z(Z—I)](]—I)(%)3+J 4]01':5

d’olt le probléme aux valeurs propres
EIf4 6][q s (15 16} [aer] _
2_3[6 12] [qz]‘“’ Ml 176 1/7) | aa) =

2 4 » . -
Posant g = & E"}‘ , Péquation aux valeurs propres devient

BRLAVED S AG7 S A .
(a-502-5)-(6- 4y =0
soit  p% ~1224p +15120=0
On obtient les valeurs propres
ET
wf = 12.48;;@1-

wg = 1212.%

au lieu des valeurs exactes 12.36 et 48;’%!1-.

On notera que l'utilisation de deux fonctions d’essai permet de calculer avec précision une seule valeur propre.
5.16 Calcul de la réponse & une excitation extérieure

Dans le chapitre précédent, nous avons résolu le probléme de la réponse du systéme a n degrés de liberté a
une excitation extérieure par superposition de modes propres. La méme technique est applicable au calcul
de la réponse d’un systdme continu en mettant & profit les relations d’orthogonalité obtenues sous forme
intégrale.

Considérons le cas général d’une poutre en flexion soumise & une charge transversale p(«,t). Sa réponse est
régie par 'équation du mouvement

L& )
o5 | Bl |+ mif = p(z,0) (5.16.1)

Décomposons sa solution en série des modes propres

y(z,t) = Z Yy (@)ei(t) (5.16.2)

et substituons-la dans I’équation (5.16.1)

o0

d? d*yi ;
E{m(t);ﬂc_z[ELTjE%ll +a;m y(,-)} = p(z,t) {5.16.3)

i=1



5.22 M. Géradin - Dynamique des Constructions Mécanigues

Multiplions ensuite (56.16.3) par un autre mode propre y(;) et intégrons sur la longueur de la poutre. Tenant
compte des relations d’orthogonalité (5.13.3) et (5.13.4), on obtient le systéme d’équations découplées

riap(t) +pid; = (t) j=1,...,00 (5.16.4)
avec la définition de la fonction d’excitation de mode j
2
8 = [ voy(edls, iz (5.16.5)
)
Un cas fréquent est celui ol la charge répartie p(x,t) est séparable

p(z,t) = p(x)g(t)

auquel cas I’équation (5.16.4) se réduit 2 la forme
“ 1
wlop(t) + &5 = p g(t) (5.16.6)
oi T'; est le facteur de participation du mode j a la charge p(z)

£
L; = ]‘; Y (z) plz)da (5.16.7)

La solution de (5.16.6) est obtenue par convolution

a; (t) = o;{0) cos(w;t) + -3;&,—(0) sin{w;t) + ufij ]C g(7)sin (w; (£ — ‘T’))d’f‘

Aprés application des conditions initiales, la solution de (5.16.1) est ensuite reconstruite par superposition
modale selon la relation (5.16.2).
Ezemple 1

Considérons le cas d’une poutre simplement supportée de rigidité ET et de masse répartie m est soumise
brusquement a la charge statique représentée sur la figure 5.16.1, et dont on veut déterminer la réponse de
la poutre en fonction du temps.

sQit)
§

[aal

b

figure 5.16.1
brusque soumission 4 une charge stalique Tépartie

Solution

On doit tout d’abord caleuler les modes propres de la poutre bi-appuyée, qui vérifient équation aux valeurs
propres et les conditions aux limites

d4

EI-&;%—wzmyzo 0 <z<?
dZ

y:d—;;= en z=0,¢

On vérifiera que ceux-ci, aprés normalisation, ont pour expression

2 . nmx
y(ﬂ)(l‘) = Q 81 T
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avec les valeurs propres associbes
ET

mi4
Les facteurs de participation (5.16.7) ont pour expression

J[ 1/——sm E po Zdz
-,/ R Y P8
TV w7 £ 1y Jy nmw £
_ 2 [z: nwe £ mr;r:]f
' me? | nx 7 I I

2 £
= —Po— COS I
\v mé* " nw

pof n
T = V ™t nr

I’8quation (5.16.6) régissant chacun des parameires temporels devient done

Whotn + G, = ﬁ paz( 1)"9(?)

A condition de supposer la poutre au repos & Pinstant ot la charge est appliquée, elle a pour solution

w2 = (nm)?

soit

Z (1 - coswnt) 0<t<t

nw
%\/%%%E[coswn(t —11) — coswnt] Hh<t<oco

On reconstruit ensuite la réponse de la poutre par la relation de superposition modale (5.16.2).

an(t) =

figure 5.16.2

poutre cantilever soumise d un mouvement z(t)

Ezemple 2

La poutre cantilever de la figure 5.16.2 a sa base soumise a un mouvement z(t). On peut calculer la réponse
de la poutre au mouvement imposé en écrivant ’équation du mouvement sous la forme

[EI ] +m[ii(e, £) + 5(2)] =0
que ’on peut remettre sous la forme
d? [

d*y ..
= El—= ] + mij = —mz(t)

dx?
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en considérant qu’elle est soumise & la charge vépartie équivalente —mZ#(¢}. Chacun des degrés de liberté est
régi par I"équation (5.16.6) oti les facteurs de participation ont pour expression

£
Frn = —j{ my(ny{z)dz
0

Partant de conditions initiales homogdues, chaque coordonnée normale subit I'évolution temporelle

1t b
an(t) = "o J{ myn)(x)de ji Z() sinwa (t — 7)dr

et on reconstruit la solution compléte par la relation de superposition modale (5.16.2).

) *
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6. Vibrations transversales

des rotors

6.1







Intreduction

Le but de cette premidre partie est de familiariser le lecteur avec le com-
portement en flexion des rotors.

En effet, par comparaison avec les syst&mes vibrant en flexion autour d'une
position de repos, les rotors ont un comportement radicalement différent, et
aussi plus difficile A& cerner.

Dune point de wue analytique, deux approches sont possibles pour la descrip-
tion de la cinématique d'un rotor en rotation,

— On peut exprimer les &quations du mouvement dans un repére inertiel. On
verra que dans ce cas, si le rotor ne possé&de pas la symétrie de révolu-
tion, les termes de raideur dus & l'&lasticité du rotor lui-m@me sont af-
fect8s de coefficients périodiques, et l'on sort du cadre de la mécanique
des vibrations linéaires.

~ On peut aussi exprimer les &quations du mouvement dans un rep@re entrainé
avec le rotor. La difficulté lige 3 17absence de symétrie de ré&veolution
du rotor disparait, mais 3 1'inverse, 1'absence d'isotropie dans les rai-
deurs de la suspension fixe peut elle aussi donner lieu & des termes de
raideur périodique.

Les deux approches présentent donc des avantages et des inconvénients qui
leur sont propres.

La démarche que nous suivrons dans 1'&tude des vibrations transversales des
rotors est la suilvante.

1. Nous procéderons & 1'&criture générale de l'énergle cinérique d'um rotor
rigide en rotation, et ce dans un repdre 118 & la rotation, et limiterons

-

ensuite sa représentation d une forme linédarisée. Chaque fols gue nous
8tudierons un rotor particulier, nous nous référerons 3 1'expression de

l'8nergie cinétique obtenue dans cette premiére partie (paragraphes 1 & 3).

2. Nous proc&derons ensuite & 1'&tude du comportement stationnaire de quelques

cas de rotors rigides {paragraphes 4 & 3) :
- sur paliers rigides,
— sur-paliers souples de raideurs identiques selon les deux direc-
tions,
- sur paliers de raideurs distinctes.

Nous mettrons en évidence 1'existence de vitesses critiques pour les rotors
rigides, et montrerons sur quels principes repose leur &quilibrage.

3. La dernié&re partle (paragraphes 6 et suivants) comportera la discussion
d'effets 1iés 3 la flexibilité du rotor :

- comportement dynamique d'un rotor élastique comportant un disque
assimilé 3 une masse ponctuelle 3

-~ comportement d'un rotor &lastique assimilable 3 une poutre conti-

nue uniforme ;

- effets gyroscopiques 1i€s 3 la présence de disques de grande iner-

tie rotatoire.



], Cinématique du mouvement d'un rotor

1.1 Définition des repires

Pour étudier la cinématique du mouvement d‘'un rotor rigide dans le cas géné-
ral, on considére le systZ®me représenté & la figure !, constitué d'un rotor
rigide en rotation sur paliers élastiques. On admet que sa vitesse de rota-
tion §! est constante : on ne s’'intéresse donc pas aux transitoires ré&sultant
de modificatiocns de vitesse ou de configuration.

On est amend 3 utiliser trois repéres :

a) un repére inertiel 0x,y, z,tel que 0z, soit 1l'axe de rotation du rotor,
et que le centre de gravité G du rotor soit contenu dans le plan Ox,7y,
lorsque le systZme est & 1'état non déformé ;

b) un repére tournant 0x_y_z_ qui posséde le méme axe O z que le repdre
inertiel, mais tourne & la vitesse {! par rapport 3 lui. Le repdre tour-
nant est le repére d'un observateur 1i€ au dispositif d'entralnement.

e) un repére dynamique O X3¥q2q li& au rotor, qui coincide avec le repére
inertiel lorsque le syst&me est au repos.

La non—-coincidence du rep&re dynamique avec le rotor tournant provient du
fait que, le syskBme Etant monté-sur appuils souples, l'axe du rotor peut
s'incliner par rapport 3 l'axe de rotation sous 1l'effetr des forces d'inertie
résultant d'un équilibrage imparfait.

FIGURE 1
Cinématigque du rotor

position instantanée de 1'axe

c:)’f & remememT=r - 0'z 0 du rotor

e i 3 d

s T

Q 0z

—————  axe de rotation fixe

0 XY, 2, repére inertiel
C)xtyt z, repére tournant 3 la vitesse 0
Cfxdyd z repére dynamique 1i& au rotor

d
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On peut d&s 3 présent se rendre compte intuitivement que :

- un décalage .du centre de gravité dans le plan de symétrie du rotor provoque
une force centrifuge d'amplitude constante tournant & la vitesse 1 ; il en
résulte, pour tout point de 1'axe du rotor, un mouvement sur une trajectoi-
re ¢ylindrique (figure 2a) 3

- un mauvais alignement de 1l'axe primcipal d'inertie selon Oz avec 1°axe de
rotation engendre un couple d'inertie d'amplitude constante tournant i la
vitesse § : 1'axe du rotor déerit dans ce cas un cdne dont le sommet est
au centre de gravité du rotor.

Dans le premier cas, on parle de déséquilibre statique, car il peut &tre mis
en &vidence simplement en laissant le rotor prendre sa position d'équilibre
sous 1'effet de la gravité. Le deuxiBme type de dés8quilibre ne peut &tre
mis en évidence que par un essal en rotatlon. On parle alors de déséquilibre
dynamique .

FPIGURE 2
(a) deséguilibre statique du rotor
(b) déséguilibre dynamigue du rotor

Soit P un point quelconque sur le rotor. On peut exprimer sa position par
rapport au point O fixe sur 1'axe de rotation sous la forme

- > -+
a=r.+p : {1
s~ > L] s = - - - -
ol r est le vecteur position du point de référence O déplacé en O°
+ [ -
p est le vecteur 9031t10n+du point P par rapport 3 0'. Le corps
Etant rigide, le vecteur p est de module constant.

On peut exprimer le vecteur (1) dans 1°'un quelconque des repéres définis ci-
dessous : :

- dans le repére inertiel

a =r +

20 T Zo T By (1a)
- dans le repére tournant

3y T I T Bt , (15)
- dans le repére dynamique

29 T X3t Py (lc)
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Le passage du repdre inertiel au repére tournant et du rep@re tournant au re-—
pére dynamique peuvent &tre réalisés par une transformation orthogonale

a, =Ta, et a; = Da, (2)
avec les matrices de transformation T et D telles que
1ot =TT =1 et pp’ = pip =1 (3)

1.2 Passage du repére inertiel au repére tournant

Du fait que l'axe de rotation est Oz , la matrice

cos §t sin §it 0]
T = -gin 0t cos fit 0 {(4)
0 0 1]

assure la transformation du rep&re inertiel au repére tournant.

1.3 Passage du rep@re tournant au repdre dynamique

En l'absence de d&formation &lastique, le repére dynamique coincide avec le
repére tournant. D&8s lors, si 1'on admet que le systé&me ne subit aucune dé-
formation en torsion, on peut passer du repére tournant au repére inertlel
par deux rotatlons finies succesdives, selon la technique des angles d'Euler :

- une rotation 6 autour de 1'axe Ve

-~ une rotation ¢ autour du nouvel axe x.

11 vient
a, = CBa_=Da,
avec les matrices de transformatiom Brthogonales successives
| 0 o cos B 0 -sin 6
cC=10 cos ¢ sin ¢ et B= 0 1 0
0 -sind cos ¢ sin © 0 cos 0

D'oil la matrice de transformation résultante

cos 9 0 ~35in O
D=| sin¢ sin8 cos ¢ sin ¢ cos® (5)
cos ¢ sinf  -sin¢ cos ¢ cosh

1.4 Vitesse d'un point exprimée dans le repdre tournant

On obtient la vitesse d'un point dans le repdre tournant par projection de
sa vitesse a  dans le rep&re inertiel

v, = 13, (6

Notons d'autre part que par dérivation de (2), il vient

L) _ L:] L _ L] ® T
d'oli, tenant compte de (6)
e « T B

La loi (7) de décomposition de la vitesse est en fait 1'analogue matriciel de
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L
o - _>- -)- + ‘—)- ° - -
la loi vectorielle v = r + @ x r exprimant la vitesse d'un point dans un re-

pére en rotation. On le contrdle en dérivant (3) par rapport au temps

T
d’ot ~TT =TT =1[w] (8)

0 - )
¥y
[w] W, 0 —w
- ) w 0
Y X

est la matrice des vitesses angulaires exprimées autour des axes du repére
tournant. Elle est la repré@sentation matricielle du vecteur pelaire de ro-
tation

£
I
g

Dans le cas présent ou la rotation se fait & vitesse comstante autour de 0Oz,
on obtient ‘

Oo -Q O
[w] = Q 0 0
0 0 8]

Appliquons maintenant la décomposition (7) en particulier 3 un point du rotor.
Tenant compte de (Ib}, il vient

2t=£t+[w]£t+_§_t+[w]gt S

Exprimons que le rotor est indéformable et que la distance P4 est done inva-
riante : par derlvatlon temporelle de

Py P Pq
on obtient .
P = Doy v 07, = By
et 1'on peut Ecrire
_fj ,fETQ =Lylp, (10)

avec la matrice des vitesses angulaires du repdre dynamique exprimées dans le
repére tournant

[y 1= f)_=-==QT

|Se

Par dérivation de (5), tous calculs faits, on obtient
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0 &Jsinﬁ b
Iyl = mc?ﬁsine 0 =-vCT)(:ose (11)
-6 $cosd 0O

On note qu'elle comporte une composante de vitesse de rotation autour de

l'axe Oz qui est 3 l'origine de certains effets gyroscopiques.

Par combinaison des résultats (9) et (10), on exprime la vitesse d'un point
quelconque du rotor dans le repére tournant sous la forme

v, =L tlwlr + [w+y]op, )

2. Energie cindtique du disque dauns le cas général

On calcule 1'énergie cinftique du rotor par intégration sur son volume

] T
T"'EJ Yy ¥, dm
v
soit

_ 1 oT o °T T T T
T—ZJ trprp v 2 lodr srlol lode +plo+ vImlwsylp, +

v
oT T T
+25t[m+ﬂgt+2}:t[w] (w+ vip, }dm (13)

On y évalue p, en utilisant le fait que la position d'un point est fixe dans
le repére dynamique
= DT avec = §
Pe "2 Pg Pq
¢
Si 1'on admet que les déplacements sont infinité&simaux et que 1l'on retient les

T

termes jusqu'd 1'ordre 2 inclus, on obtient

i . i
a(l ~jf)4-b¢e4-cs
z
b= | b -y - e - (14)
-t 2
] —a8+b¢+c(1—¢—22—%2)J

et on calcule ensuite

2 L] a L a
- Qb (l-=%—)+Qc¢ua68+b¢8+c8+b¢8~‘

2 £-] L
[w+ylp, = Qa(l"—ez—)+9b¢9+9c:8=-b¢¢'==c¢ (15)




3. Energie cinétique dans le cas stationnaire

o

Examinons le cas stationnaire, ¢'est-3-dire correspondant 3 une déformation
constante dans le repére tournant.

-~

Dans ce cas, le calcul de l'énergie cinétique (13) se réduit d celui de
1'expression
1 T T T T T T
= — ) +
-3 [ e telM el s 2rp (o1  tolp, ¢ pr L0l Tulp den  (6)
v

Le premier terme de (16) correspond 3 1'énergie de translation lorsque la
masse M du rotor est supposée concentrée au point 0F

MQ? [ %% + y° ] (17

NI -t

T1 =

-~ = ] T - 3 - -
34 condition de noter I, = [x v 0 ] les déplacements du point de ré&férence O
dans le rep@re tournant.

Le second terme résulte du décalage du centre de gravité. 8i on note

[xg R yg s 0 ] les coordonnées de G dans le repdre dynamique, telles que

Mx = [adm My = dem chm= 0
8 g
v v v

il vient au second oxdre dans les déplacements (x, v, ¢, 8)

_ 2
T, = MQ [xxg+yyg] (18)

Dans le calcul du treoisiZme terme gqui représente 1'énergie cindtique de rota-
tion, on se limite aux termes du second ordre &galement

T, =%92 [Q - q)?-)J b? dm + ¢2fc2dm~ 2¢chdm +

v v v
+ (1 ~62)J a® dm + ez[ czdm+28J acdm+2¢ej abdm ]

v v v V (19)
Définissons les moments dfinertie du rotor
- 2 3 o2 - 2 2 - 2 2
Ixx J (b ¢y dm Iyy J (ac + ¢*) dm Izz J {(a‘ + b%) dm
v . ’ v v
I = J a cdm I = J bcdm I = J ab dm
Xz yz Xy
\Y v ’ v

Regroupant les résultats (17), (18) et (19), on peut réécrire 1'énergie ciné-
tique totale sous la forme

1 2 2 2 2 ¢ 1 2 -
7 M Q [x* + y° ] +MQ [:{xg + yyg 1+ 7 { [Izz + 29 Ixz 2¢ IYZ +

o (IYY B Izz) + 8 (Ixx - Izz) * {EB$@;;:} (20)

Pour un rotor symétrigue, Ixy = 0. Le dernier terme est donc d'un ordre supéd-
rieur aux autres, puisqu'il ne peut provenir que de 1'imperfection du rotor,
et peut étre négligé dans la suite.

T =

On calcule ensuite les forces d'inertie en exprimant les termes correspondants
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- é% CEE) + 2L gans les gquations de Lagrange
04
selon x Q% M (x + xg)
selon vy My +y)
; (21)
- 02 —

selon ¢ Q Iyz + 8 (b(Iyy Izz)
selon 8 +Q%1I +Q28( -1 )

Xz XX zz

4, Comportement stationnaire du rotor sur paliers rigides

FIGURE 3
Réactions sur les paliers

On note (Rxl R RY1 ) et (sz s Ry2 } les composantes des r&actions aux appuis

1 et 2 exprimées dans le repsre tournant. Si le point 0 est soumis aux dé-
placements virtuels

§q- =[6x Sy 8¢ 661

Il en résulte les &quations de déplacements virtuels

0

2
Sx [ Q°M(x + Xg) + (Rx1 +Rx2)]

Sy [QZM(y+yg)+(Ryl+Ry2>] =0 22

It

8 =021+ %6(X -1 +R b =-R 0
o 1 vz q}(yy 22’ ¥2 2l

Y1

§8 [ 921 +0%9(I__ -1 Y+R a-R bl1=0
Xz XX ZZ X X2

1

Pour obtenir les réactions dans le cas oll le rotor tourne sur appuis rigides,
il suffit d’annuler les déplacements (x, y, ¢, ) dans les &quations (22)



«
fom)
.

VS

R + R + P Mx =0
X1 X2 g
R + R + QP My =0
¥1 Y2
R b=-R a-Q*1 =0
¥2 ¥i vz
R 2a-R b+0*1I =0
X X2 XZ
solt en posant £ = a + b
QZ
= — -+
Rxl T [Iz beg]
2
R =2 (1 -Max ]
Ko 2 %z o4
R ==11 - Mb
Vi R[ yz yg]
QZ
R = — I + Masy
v2 !l[ vz yg]

Les r&actions sur les appuis 1 et 2 peuvent donc étre assimilées & deux for=-
ces d'amplitude constante; notées R, et R, , qui tourment avec le rotor & la
vitesse {l. Pour les supprimer :

l. on raméne le centre de gravit® du rotor sur son axe de rotation (x =y =
0) pour une premi&re correction de la distribution de masse. g
Cette correctlon est dénotée équilibrage statique par le fait qu'elle peut
gtre évalufe sans mettre le rotor en rotation : lorsque le rotor est par-
faitement équilibré statiquement, sa position angulaire au repos devient
indifférente, Dans le cas contraire, le rotor se comporte comme un pendule
inertiel lorsqu'il est écarté de sa position d'équilibre.

2. La seconde correction consiste & faire coincider 1'axe principal d’inertie
longitudinal du rotor avec 1l'axe du rotor. Contrairement au déséquilibre
statique, 1l'existence de produits d'inertie Iy, et I, non nuls ne peut
étre détectée que lorsque le rotor est en rotation. "La correction corres-
pondante porte donc le nom d'équzlibrage dynamique.

Supposons que l'on dispose de 2 plans, appelés plans d'équilibrage, dans les-
quels il est techniquement possible d’effectuer des corrections de masse qui
conduisent 3 1'annulation des réactions (23) par centrage du centre de gravi-
té sur l'axe dit rotor (x' = y' = 0)et annulation des produits d'inertie
(I? = I! = 0).; g g

Xz vz

=
2
i . 2, k
N = §
é A%y e‘
S U U P
DG =
FIGURE 4

Equilibrage dynamigue
par correction dans 2 plans



On peut y ajouter deux masses m et m, , 3 des distances x, et x telles
gue

t

= +m x +m % =0

M}{g }ixg L% ,%,

I° =TI +m x z +mx z =0
XZ Xz 1 1 1 2 2 2

De méme, dans le planOytzt , les deux masses m, et m, doivent &tre locali-
sées de telle sorte que

v = l =
Myg Myg+m1y1+m2‘y2 0
v - =
Iyz Iyz *moy 2z +tmy z 0

ou encore,en posant

It
Il

X e coqu1 'Y

. . e_ cos ¢2

2 2

1l
I}

Y, e131n¢1 ¥y e251n¢2

2

oie, , e, et $, , ¢, représentent respectivement les excentricités et posi-
tions angulaires des masses , et m,

- - - - - -
xg cos ¢1 cos ¢,
+ . + . =
H yg = € sin ¢1 ", % sin ¢2 0
L _ L . L a (24)
Ixz cos ¢1. Tcos ¢2
*me z . ' + me z . = {
Iyz 17171 ) sin ¢, 2272 | sing,

Le systéme de 4 équations (24) permet de déterminer les balourds d'équilibra-

geme , me, et leurs positions angulaires ¢1 et ¢2 .

Pour que le probléme de 1'équilibrage soit entidrement résolu, 1l reste donc
i chercher comment on peut d&terminer les balourds d'équilibrage m e et m,e
et leurs positions angulaires ¢, et ¢, dans deux plans du rotor choisis arbi-

trairement.

La liberté du choix des plans d'équilibrage est en pratique assez limitée, car
peu d'endroits conviennent selt pour la fixation de masselottes, soit pour le
forage de trous.

On notera qu'il est souhaitable que les plans d'équilibrage solent assez dis-
tants 1'un de l'autre, de manidre 4 faciliter la correction des produits
d'inertie Iy, et Iy, . Chaque fois que l'on en aura la possibilité, on choi~
sira les faces terminales du rotor, qui sont heureusement les plus accessi-
bles en général. Le probléme de 1'équilibrage sera examiné en détail dans le
chapitre 19.2,

5. Comportement stationnaire du rotor rigide sur paliexrs élastiques

L'hypothé&se de rotor rigide mis en rotation sur paliers présentant une certai-
ne &lasticité est représentative de nombreux systémes tournants. En particu-
lier, elle permet d'étudier le comportement de rotors rigides sur banc d'dqui-
tibrage & paliers &lastiques.

On considére deux cas, selon que le rotor présente des raideurs identiques ou
non selon les directes x et y.



5.1 Rotor rigide sur paliers isotropes

NN

FIGURE 5
Rotor rigide sur paliers

souples

A ce moment, dans le repére tournant, 1'€nergie de déformation du systéme
peut s'écrire, en fopction des déflections (XA s yA) et (xB > Vg ) des pa-

liers
1

V=3

2 2 1 2 2
ky (g #y) + 5k, G+ yp)

(23)

Si 1'on rapporte les déplacements aux déplacements et rotatiomns du point de

référence sur le rotor

It

X

A X+ ad

Yy, =y - ad

On peut &galement &crire

v

sk, L xran)+ -

*B

Iy

x=-be
(26)
y+bo¢

P15k, [ x-b0) v+ b9

(27)

Si 1'on utilise 1l'expression (20) de 1l'&nergie cinétique, les &quations de
Lagrange conduisent au syst@me d'équations

k +k =-Q*M
1 2

ka=%khb
1 2

ka-kb
1 2
k a® + k b?
1 2 2
-0 (Ixx -
0

0

0 0
0 0
IZZ)
k +k - 0*M -~k a4+ kb
1 2 3 2

-k a+ kb k aZ+ k?p?

1 2 H

- 02 -
2 (Iyy 1)
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X Q2 Mx |
g
8 Q%1
X = , Xz (28)
QM
¥y yg
02
_¢,, _KZ Iyz-

L'8quation (28) se découple en 2 systémes d'équations d'ordre 2 qui donment

lieu & des valeurs critiques de £2° qui coincident lorsque le rotor est symé-
trique. Dans le cas contraire, la dissymdtrie Ixx # I entraine un dédou-

blement des vitesses critiques, ¥y

‘Trois cas sont & distinguer.

a) Rotors longs

C'est le cas le plus fréquent, oli la longueur du rotor est telle que ses mo-
ments d'inertie dizmétraux sont plus grands que le moment d'inertie polaire

I et I > 1
XX vy ZZ
Dans ce cas, posons
k o+ k k a? + k_b?
1 2 1 2

2 2 _
M B I

o = —

XX ZZ

et définissons la constante de couplage
ka- kzb
v M (I - L )

XX ZZ

‘Y:

Selon la direction Ox, les vitesses critiques sont solutions de

(@% - 0% (B2 - Q%) -vy2 =0

solt

I+

g L0 182/ (0% v BY) "~ 4 (0B - ¥)
1,2 2

Si 1'on note gue

(29)

, - R 2 klkzab
p. 9.9 ZZ

on en déduit que les deux valéurs propres Qi et Qi sont définies positives.

Il en résulte les amplitudes de déplacement en fonction de la vitesse de ro-
tation

X

92

(02 ~ Q2) (B2 - Q2)—2

(a* - %)

(8% - %)x

Xz

g

yI

XZ

/fM(I -1
XX

ZZ

)

-
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Elles sont toutes deux nulles pour % = 0 et deviennent infinies pour les vi-
tesses critiques Q et 92 . De plus, chacune des deux composahtes s'annule
pour une vitesse 1ntermed1alre voisine de B et of respectivement.

I1 est intéressant d'observer le comportement du systéme 3 grande vitesse :
- pour le déplacement x :
lim x=-x
Qz+o:
ce gul montre que le centre de masse &volue de maniére i se centrer sur
1'axe de rotation
- pour la rotatiom 9 :

. o Xz
lim 5] T T

Q2 > o X 2z

de méme, l'axe principal d'inertie proche de Oz tend & se coucher
sur ]l'axe de rotation.

Tant que les effets de flexibilité du rotor lui-méme ne se manifestent pas,
la zone correspondant aux grandes vitesses de rotation est donc une zone de
fonctionnement tranquille,

L'examen de la figure 6, qui montre l'8volution des composantes de déplace-
ment x(Q?) et 6(Q?), indique que deux zones de fonctionmement peuvent &tre
admises pour un rotor :

- la zone 0 < 0% < 92 , dans laquelle on observe de faibles variations de
la réponse avec Qz tant que 1l'on reste suffisamment en dessous de la 1ere
vitesse critique 3 :

- la zone 0% > Q; , dans laquelle le comportement du rotor devient remarqua-
blement stable en fonction de la vitesse, pour autant que 1'on n'atteigne
pas le domaine de vitesse dans lequel la flexibilité du rotor introduit de
nouvelles vitesses critiques.

En particulier, pour réaliser 1'équilibrage d'un rotor, on travaillera dans
1'une de ces deux zones, et l'on &vitera la plage de vitesse intermédiaire
dans laquelle de fortes variations de déplacement sont observées en amplitude
et en phase en fonction de la vitesse.

b) Rotors en forme de disque : Izz > 1

On note dans ce cas que la fréquence caractéristique du mode de rotation

k a® + kzb2
I
XX zz

devient imaginaire : une des deux vitesses critiques (29) est supprimée par
effet gyroscopique. Seule la vitesse critique

2 2 2 2y 2 k2
g . & 48 +/<a2+s> 48

(82, §2 < 0) assocife au mouvement de translation subsiste.

On retrouve le ré&sultat bien connu que le couple d'origine gyroscopique a un
effet stabilisant sur le comportement d'um rotor lorsque le moment d'inertie
diamétral exc&de son moment d'inertie polaire. Les amplitudes de mouvement



gvoluent alors en fonction de la vitesse comme indiqué sur la figure 7.
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FIGURE 6
Evolution des amplitudes de vibration
d‘un rotor long (IXx > Izz) en fonction de la vitesse §
& J—
¥ ccemos

'xg

FIGURE 7

Evolution des amplitudes de vibration
d’un rotor en forme de disgue (IXX < Izz) en fonction de la vitesse {l

VI.l4
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Dans le cas limite Ixx = Izz s qul correspond & un rotor cylindrique plein de
hauteur égale 3 0,87  fois “son diamdtre, l'effet d'inertie rotatoire est an~
nulé et seule subsiste la vitesse critique

2 _ 2
Ql o
_associde au mouvement de translation.
Remarque

En général, lorsqu’on &tudie le comportement d'un rotor sur paliers élasti-
ques dans le cadre particulier du probléme de 1'&quilibrage dynamique, les
rotors & analyser sont du type long, et 1'on admet que les effets d'origine
gyroscopique sont négligeables, ce qui revient i admettre

, I >> 1
XX V¥ zz

L'allure de la réponse reste alors celle de la figure 6.

5.2 Rotor rigide tournant sur paliers de raideurs horizontales et
verticales distinctes

.

Considérons le cas d'un rotor symétrique (mis 4 part le déséquilibre que 1%on
veut corriger) tournant sur paliers de raideurs différentes selon les direc-
tions x, et y, - Ce cas est représentatif des machines d'€quilibrage 3 pa-
liers souples, dans lesquelles on r&alise volontairement des paliers tr@s rai-
des verticalement et tr&s souples horizontalement.

La représentation du mouvement dans le repire tournant, comme nous 1'avons
fait dans le cas précé&dent, conduit & une expression péricdique de l'énergie
potentielle des paliers. On a done avantage & représenter le mouvement du
rotor dans un repére fixe dans 1'espace, par les déplacements X et Y.

Pour 1l'énergie potentielle, nous pouvons &crire
=_1_ i 2 o2 i 4 2 o2
v z[klx1+k1Y1]+2[kzxz+k2Y2] (31)

et nous recalculons 1'é€nergie cinétique dans un repdre absolu en tenant comp-
te des transformation suivantes

x = Xcosfit + Ysinflt
(32}
v =-Xsinlt + Y cos (It
Pour les rotations :
¢=-§=?—2{-'51th -—ﬁcosﬂt =0 sinfit + & cosQt
3z dz az

6 = +-§§ =-§§ cos Ot + Y cost = Q cos It - & sindt
3z 3z 3z

D'oli 1'expression de 1'énergie cintique totale associBe au régime permanent

T =%M92 [x% + Y271 +m Q%X xgcos Qt - ygsinﬂt]

+ M2y [xg sinQt + Vg cosfit ]
+%QZC+%QZ(A»C)[®2+ 0% ] (33)

+ 20[ 1 cosfit -~ I sint]
Xz yz

- 20[ I sinft + I cos Qt]
Xz vz

A condition de noter
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"=~ le moment 4'inertie polaire C = Izz

- ¥ i iamétraux I =1 = A,
les moments d'inertie diamé&trau xx vy

On transforme enfin 1'énergie de déformation des paliers en notant que

xlzx+ae X2=X=b®
¥ =YV =ad Y =Y +bd
1 2
d¥ol
\J:lw(x+a@)2+lW%Yma@f
271 271 (34)
T, _ 2 ,l.““ 2
+§k2(x bO) +2k2(Y+b@)

On peut alors écrire les E€quations de Lagrange du systéme pour les mouvements
dans les plans horizontal et vertical :

k' + k' - QM k'a~-%k"b X M(x cosQlt - vy sinfit)
! 2 1 2 = 02 g g
x"a-k'b kP al+k'b? - Q% Aa-C) || © I cosflt - I sinQlt
1 2 1 2 AL Xz vz ]
Fk” k"~ 0°M -k"a+ k"b Y M{x sinflt + y cosilt) T
1 2 1 2 =Qz g 4
L—k"a-bk"b K" a2+ %k"p?2 - Q2(A-C)|| @ -1 sinflt -1 cosfit
1 2 1 2 L] Xz yz |
(35)

Si 1'on résout ce syst&me d'é&quations pour une vitesse de rotation  donnée,
on constate que le mouvement résultant prend la forme d'une ellipse dont la
forme et la dimension variernt avec la vitesse de rotation. En particulier,
si la vitesse de rotation est suffisamment élevée pour que les zonmes d'insta-
bilité délimitées par les vitesses critiques calculées soient dépassées :

X x cosfit = y sinfit
g g

Y x gsin{lt + y_ cosfit
g g

1'axe du rotor décrit alors un cercle.

~

Dans les machines d'équilibrage & paliers souples, le mouvement est pratique=
ment empéché selon la direction Y. Le mouvement selon X est une vibration 3
une fréquence égale @ la vitesse de rotation, mais est déphasé& par rapport au
mouvement de rotation d'un angle qui dépend

- du déséquilibre du rotor,

- de la vitesse de rotation.

-

Les méthodes d'équilibrage dynamique mettent & profit d'une part, le synchro=~
nisme qul existe entre le mouvement de rotation et la vibration aux paliers,
et d'autre part, le fait que l'amplitude et la phase de cette vibration ne
dépendent que du déséquilibre, si l'on travaille & vitesse constante.

. . L . - = :
6. Vibratioms non ameorties d'un rotor constitué d'un arbre de masse négligea-
ble comportant un disque en son milieu

Considérons le systé@me représenté schématiquement par la figure 8. On admet
que l'arbre peut présenter des raideurs différentes k, et k, en flexion mesu-
rées au point 0. De plus, on admet que le disque de masse m est monté avec
une certaine excentricité (p q) de son centre de gravité.



] ‘! ¢ il.ll‘!:‘

VI.17

GRAVITE

ot

FIGURE 8
Rotor monté de fagon symétrigue

‘L'hypoth&se que le disque est monté& au milieu de 1'arbre intervient dans le
‘fait que, la déformée Btant nécessairement symétrique, les effets d'inertie
rotatoire du disque n'interviennent pas. Enfin, les forces de gravité sont
'suppos@es agir selon la direction X.

;On peut exprimer les &quations du mouvement pour le systdme & deux degrés de
liberté résultant :

~ dans un repere (x,y) en rotation

‘On calcule successivement

'~ 1'énergie de déformation de 1'arbre

i 2 2
= -— -+
Vi . 5 {(k x k _y°)

~ l'énergie cinétique du disque

T-gdn {([%x-0@+ 0l +[§+006+p])

! . .
;= l'énergie potentielle des forces de gravité
| v = -m - i
; oxt g (xcosQt = y sinQt)

D ol les &quations du mouvement

0

~m¥ + mR%(x + p) +2mQy=—k ® -mgcosflt

=my+m§22(y+q)-2m§zx-ky +mgsinfit

D1v1sons ensulte par la masse de 1’ arbre et définissons les fré&quences propres
; kx ky

. o - 8 ~ (36)
on obtient

; X ~ 2 Qy + (a? - %) x
L Fe20x+ (B2 -aY)y

Q%p + gcosfic (37)

0% q - gsinfit
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' On note donc que la sclution du systéme (37) comporte trois parties

1) la solution générale du systéme homogéne, qui correspond aux vibraticns
libres
2) la solution particuliBre du systé@me complet dans le cas oll p, ¢ # 0 et
' mg = 0 qui inclut l'effet de 1'excentricité du centre de gravité ;
3) la solution particulidre du systéme complet dans le cas oi p = q = 0,
mg # 0 qui inclur 1'effet de la gravité.

- dans un repére (X,Y) lnertiel

Dans ce cas, omettons pour simplifier les effets de 1'excentricité du centre
de masse et de la gravité

On Calcule SUCCESSivement
T = %m (X2 + ¥2)

Y =-% [kk (X cosflt + Ysinﬂt)2 + ky (- XsinQt + YeosNie)? ]

On définit alors K+ Kk

une raldeur moyenne —E?E——X = %wn(az + Bz) = km
kx - ky 1
3 1 —— B e 2---- 2 =
| un 8cart de raideur 5 ztn(a R<)Y kg
auquel cas
vV = 1[ (km + kO)O{coth + Ysinﬂtf+(km - kg)&-Xsith + Ycosﬁt)ﬁ

2
1 2 2 2 _ w2 .
5 { km (X* + ¥*) +.kO (X Y)Y cos 20t + ZkO,XY'51n2§Zt]

soit finalement

2 2 2 2

veom 35 v« & B (k2 - ¥2) cos20e + (02 - B2) XY sin2nt]
et 11 vient les &quations du mouvement

. 2 2 2 p2 _ 2 _ p2

X+ ta Z B + (& 5 E”) cos 20 ] X + & 5 B ¥Ysin 2Rt = O

: 2 2 2 2 2 (38)

v _ . _ a2

Y+[a ;B -8 ZB cosZQt]Y+u—-—2—B—Xsin29t=O

On note que les termes de couplage gyroscopique ont disparu, mais par contre,
le passage au rep&re inertiel fait apparaltre une raideur périodique 3 la fré-
quence 2 Rt. La périodicité des coefficients de raideur n'intervient plus
lorsque le systime est symétrique. La solution d'un systéme d'équations &
coefficient périodique tel que (38) requiert 1'assimilation préalable de la
théorie de TFloquet sur les syst@mes 3 coefficients périodiques. Nous ne 1l'en-
visagerons pas dans le cadre du pré&sent exposé.

Solution dans le repére tournant

A. Solution du probléme homogéne

Pour résoudre le systéme
' % - 2Qy + (0%- 9% x
¥+ 20% + (B*- 0¥y =0

li
[s=]
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on recherche une solution exprimant une vibration dans le syst@me tournant
sous le forme

x =Ae y =Be

ot A et B sont des constantes. La substitution fournit 1'&quation aux va-
leurs propres

a? - Q% - w? -23i0w
= {
2iQw 8% - 0?2 - ?
solt . .
W - w? (e? + B +20%) + (a2 - BP-05)Y=0 (39)
d'oll les racines
2 2 2 2 2y 2 2 2 2 1/2 e
_e | @m ¥ BT 2Q° 2] (ot - BT)  + 8O (a” + 8%) ]
Wy g gy TF 2

On note que deux des racines s'annulent pour Q% = o2 et §2 = 8% , auquel cas

1'amplitude du mouvement devient arbitrairement grande.

Soit A la fréquence angulaire du mouvement dans le repire fixe. Elle est
égale 2

A o=w+Q (40)

puisqu’un déplacement constant dans le repére tournant se transforme en mouve-
ment synchrone avec la rotation dans le repire fixe.

Lorsqu’on trace le diagramme A(Q), on obtient 1'&volution représentée ci=
dessous

8000 8000

plage
{hstable

¢4

500

200

50
s | GOC0 2000 1000 500 300 200 U] 800 200 300 50 WD 2000 8t | =
S T

FIGURE 9

Racines du systéme arbre + disgue
en fonction de la vitesse de rotation



On observe gque

1) la ligne droite A = (2 > 0) coupe la fonection A(f2) en 2 points qui sont
les deux valeurs §1 = o et 2 = B correspondant 3 un mouvement de précession
synchrone. Ces deux points, pour lesquels la stabilité du rotor est neu-
tre, sont les vitesses critiquas directes du rotor.

2) Pour {1 = », une des branches de la fonction tend vers la valeur moyenne

Am'= / %-(az + B%), tandis que la seconde branche de la courbe denne tou-

jours une valeur de A supérieure 2z {i.
3) Le rotor reste stable aussl longtemps que les racines w, o, , ,sont réel-
les, ce qui est le cas si e
1) a2 + B2 +20% >0
2
2) (a® - BH) " +8Q% (0® + 8% >0

3) (@ - Q%) (B* - 0% >0

Les deux premidres conditions sont toujours satisfaites et la troisiéme montre
que la solution est toujours stable excepté dans l'intervalie (@, 8). La pla-
ge de vitesse 0 < 2 < B correspondante est une plage d'instabilité.

On en conclut que l'anisotropie de la raideur de 1l'arbre, qui se traduit par
des constantes k, et k, différentes, transforme la vitesse critique directe du
rotor isotrope en une plage d'instabilité limitée par les vitesses critiques
différentes que l'on calcule selon les deux directions.

B. Effet de l'excentricité du centre de gravité

On recherche une solution particuli@re du syst@me en l'absence de gravité
(g = 0). '
Faisant 1'hypothise d'un mouvement constant, on obtient
Q2 75
¥ = ————p y=——4qg (41)
a? -~ 0 g% -

ce qui montre qu'ad trés grande vitesse, le centre de gravité a tendance i re-
venir sur l'axe de rotation, puisque

lim X = ~-p et lim y =-4g

0% > o Qe
Si 1'on représente le mouvement par le vecteur complexe

z =x+ 1

e ¥y

ique 1'on met sous la forme

, =R e—i@ (42)
e e
2
‘avec D V/Pz(Bz ~ 05 e q? (a2 - Qz)z
| © | (o - 0%) (B% - %) |
. tan@ =.g..u_2_—_s-2i
P BZ - Q2

On note que dans le repére fixe le mouvement est de la forme

z =g e HE¥ (43)
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D'ol

en raison de 1l'excentricité du centre de gravité, le centre du disque décrit
un cexcle de rayon R, avec une vitesse angulaire &gale 3 celle de la rotation.
Ce mouvement est décalé d’'un angle ® qui dépend & 1a fols de l'excentricité
(ps q) et de la vitesse de rotatiom.

C. Effet du poids du disque

On recherche cette fois une solution particuliére du syst@me (37) dans le cas
ot p=q = 0. Posant comme dans le cas précédent z = x + 1y, en multipliant
la seconde &quation par i et additionnant, il vient 1'équation complexe

2 2 2 2 .
. A - - g% - -
z+21Qz+(—§—§—“€22)z+g———§——B——z=ge 1
On essale donc une solution particuliére de la forme

R T (44)

ot U et V sont des constantes complexes. Notant que

Z =T e-th M eth
g
on obtlent les &quations
2 2 2 2
o2 Lo+ B a® - B8 = _
(=4 Q° + 5 Yy +-———§———-V =0
2 2 2 2
a° = B° = ot +
5 U 2BV=+g

Remplagens la premi&re &quation par son conjugué
CLZ" 82
8 0% - (a? + B%)

par substitution dans la deuxi&me Equation

7= v

— 2 _ 2 2
V=T -+2g 8 0% - (o2 + 8%

+(a2 - 82)2 + (az + 82) [892_ (az “+ BZ) ]
_g 8 Q2= (a® + g%
2 2 Q?.(az + BZ) - aZBz
‘et de méme
2 2
-0 =28 a” - B
U=1U= 5

292 (az + 82) - azsz

Si on repasse 3 la représentation du mouvement en partie réelle, on obtient

_ 4 Q% ~ B2
x = cos It (45)
g uZBZ - z(az + BZ) QZ
2 2
y = o Rt sin 0t

g a232 . 2(a2 " 82) 0?

ce qui montre qu'une résonance apparalt pour la vitesse



2 2
0 = [J B (46)
5 2(a? + 8%)
solt en posant
k + ky kx -k
2 . =
“m 2m et HT R vk
x Uy
=1 2 .
Qg =3 w ] i (47)

Pour un arbre isotrope, une résonance apparalit pour une vitesse &gale 3 la
moitié de la fré&quence propre de l'arbre, que 1l'on dénote vitesse critique
secondaire due d la gravité.

Examinons encore la forme que prend le mouvement dans le repére fixe

ifit 2ift
e

Zg = zg e =0 + V {48)
soit -
| X=U0cos2Rt + V
Y = Usin2t

Lorsque l'arbre est isotrope, l'effet de la pesanteur se traduit par le seul
terme constant, le mouvement de précession disparalt. Ce qui montre que le
centre du disque subit une déflection constante d'amplitude V selon X, et

exécute en méme temps un mouvement circulaire A une vitesse 200 . Il est in-
‘téressant de noter que dans l'intervalle

242 2 2
+
_g_&__wz(u_g_ﬁﬂ
2(a® + B%)
la déflection constante de 1'arbre s'effectue en sens contraire de la gravité.

Contrairement d l'effet de balourd, l'effet de la gravitd ne peut é&tre suppri-
mé par un équilibrage.

D. Effets combinés du balourd et de la gravité

Combinant les résultats (43) et (48), on peut &crire le mouvement forcé du
centre du disque dans le repére fixe sous la forme

Z - .Re el(ﬂt'—@) + Uezlﬂt + Y (49)

501t

X

H

Re cos (R =~ @) + Ucos 2Rt + V

Y Re gin (Nt - &) + Usin2Qt

On y observe que ;

I} les vitesses critiques principales o et B se caractérisent par une réponse
infinie a4 1'excentricité& initiale. On sait par ailleurs que dans 1'inter-
valle [ o, B ], la solution du syst&me homogéne est instable.

2) Une vitesse critique secondaire

a9 - (12"'82
g 2(g? + B2)
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résulte de 1'effet de la gravité. Elle affecte tant l'amplitude de la dé~
flection constante selon X que la précession directe 3 la vitesse 20,

ARV, U
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FIGURE 10
Effets combinés du balourd et de la gravité
(0 = 59.2 sec-1, B = 110.9 sec-!,p=q=0.02 cm)

aZ_BZ

23—22 (OCZ - BZ) - aZBZ

_g
v=3

g

QZ " (az + BZ)
2207 (@ + B2 - a?p?

_ Q?. /PZ (BZ - QZ)Z +q2 (0,.2 = 92) 2

R
° | (0 - %) (8% -0Y) |
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7. Vibrations de flexion d'un arbre flexible de machine & axe horizontal

Un arbre anisotrope a une section présentant 2 axes principaux d'inertie per=—
pendiculaires 1'un 3 1'autre passant par le centre de la section.

FIGURE 11
Arbre flexible de raideurs differentes
selon 2 directions

A chacun de ces axes, correspond une raideur en flexion EIx et EIy déterminée,

I1 s'ensuit que les vibrations provoquées par un balourd éventuel caractériséd
Py - P °

patr une excentricité e (2)= (ecosB , esinf) du centre de masse, lorsque

1Tarbre tourne, dépend du balourd dans chaque section.

Si 1l'arbre a son axe horizontal, il se produit en outre, comme dans le cas
simple d'un seul disque &tudié, des vibrations de flexion dues 3 la gravité.

Scoient x et y les déformées en flexion de l7arbre danms le repdre tournant.
Pour exprimer les équations du mouvement, on calcule successivement

- 1'énergie potentielle de déformation de l'arbre

L

1 2 3%y 2

v, == | [ EL (—) +EL (&) ] 4z (50)
int 2 0 X 42 Y g,2

~ 1'énergie cinétique de 1'arbre, en négligeant les effets d'inmertie rotatoire
2

T=;_. m{[x-Q(y+esinB) ] +[y+Q (x+ecosp )]} (51



e}
=
t

~ 1'€nergie potentielle des forces de gravité
2

v = = | mg(xcosflt — v sin Qt) dz {(52)

0

On calcule ensuite les &quations du mouvement par expression du principe de
Hamilton. Tous calculs faits, on obtient les &quations du mouvement dans
le repére tournant

° dz d2x

m(k - Q% x - 20y)+ — [EI_—=]=m0%ecosB + mgcosfit
dz? dz?
-] 2 2

m( - @2y + 200+ <— [BI. 23 ] = n@?esinB - mgsinOt
dz? ¥ 4z?

On considére sans tésolution dans le cas de caractéristiques uniformes EI

Ely et m, avec des conditions aux limites correspondact & la poutre bi-
appuyée : soit, en posant

3

) EIx , EIY
o 2? et 8 =—m" (53)
. 2 ® 2 dqx 2
X-0°x~- 20y +a° — = Q% ecosB + gcosfit
lq,

dz (54)
i 2 : 2 d'y 2 . .
F-0y +20x +R ﬁ=Q e sinB- gsinQt

-dz
x(0) = x(2) = X(0) = ¥(R)-=0
y(0) = y(&) = §(0) =3() =0

On peut aussi, comme dans le cas discret, exprimer les mémes &quations dans
le repére fixe par la transformation

X cos ¢t sinQt X
vy |. -sinfit ° cos Ot Y |

Les équations du mouvement prennent alors la forme

. 2, p2 2 _p2 4 2 _p2 u
x+[ 2 B Lo’ -8 cos.2§2t]dx+Dt B sinZQtE—g=e§22cos(B+Qt)+g

2 2 4 2 "

dz dz
. 2 2 2 2 4 2 2 4
ac + ac - . d’'y - .

Y+ [ B B sin2Q¢t ] P it PP S o 1. QU sin (B +&1t)

2 2 dzq 2 dz'-!

(55)

Toutefols, la solution des &quations du systéme sous la forme (55) nécessite
le recours @ la th2orie des &équations différentielles 3@ coefficients périodi-
ques,. ce que nous ne ferons pas ici. On se limite donc au traitement du pre-—
bléme dans le rep&re tournant. Pour exprimer la solution, nous allons tra=-
vailler de la méme mani&re que pour le systéme 3 2 degrés de liberté :

L



-— nous utiliserons les &quations dans le repé@re tournant ;
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- nous séparons la solution en répomnse du systéme homogéne, réponse forcée 3

un balourd et réponse forcée 3 la gravité.
Solution dans le cas homogéne
Posons x = $(r) n{z) y = P{r) n(z)

La substitution fournit les E&quatiocns

(L]

1 8

L oe-02e -20d) + 1
2 T
6]

L
82

qui ne peuvent étre satisfaites que si

il
(]

Teee

W=y + 208 + Ly =0

n'”‘.:, ukn = 0

d'oll les €quations vErifies par la partie temporelle
o -0%0 200 + o2yt =0
W02y +2Q8 + 8204 w=0

oll 1" est une constante 3 déterminer.

L'8quation ré&gissant la partie spatiale admet la solution générale

N =Asinuz + Bcospuz + Cshuz + Dchuz

Tenant compte des conditions aux limites, on obtient B = C =D = 0 et

m
u=“T (n =1, 2, 3, ...)

Dot la forme gé&nérale de la solution spatiale

. nmn
= 51N °Z
nl‘l

qui correspond aux solutions propres de la poutre au repos.

(56)

(57)

(58)

(59)

Définissons ensuite les fréquences propres non dimensionnelles de la poutre

. b L
2 - 42 @7 2 . g2 (A7
n T % V7 g, T BT D)

(60)

Les parties temporelles correspondantes de la solution, @n et wn ., Vérifient

o~ 920 -2Q0 +02d =0
n n n nn

n

. . ,
wn & IIJn+2Q{I)n'%e'nt‘bm

On essale donc une solution de la forme

& A
n n

= e
wn Bn

iwt

ce qui donne 1'équation aux valeurs propres

(61)



sz + 82
w' = 20t (@ 4 )+ (@7 - o) (F - B2) = 0 (62)

I1 en résulte que

~ 3 chaque nombre d'onde de la solution, correspondent & racines fournies
par 1l'équation ci-dessus, et &voluant avec la vitesse (I de la méme maniére

-

que pour le systéme & un disque ;

.

= lorsque les raideurs selon x et y sont identiques, 3 chaque fréquence pro-
pre de vibration de 1'arbre

(L) =n2'ﬁ2 ﬂ

mg,*
correspond une vitesse critique de rotation ;

- lorsque les raideurs selon x et v sont distinctes, & chaque nombre d'onde
dans la série des modes propres, correspond une plage de vitesse instable
limitée par les fréquences propres selon x et y

(EL)_., (EL)
min max
n? 72 — < < n?7? . mas
m L me*
sa largeur est donc proportiommelle 3 n? .

Vibrations entretenues par le balourd

On recherche une solution particulidre du systéme (58) que l'on obtient en
calculant la solution statiomnaire

2 dLEX

o — 0% x = Ne(z) cosB tz)
dz
(63)
4%
g2 —{ - Q% y=0%(z) sinB (2)
dz

Du fait que l'on n'est pas maitre du balourd au niveau de la construction, on
exprime qu’'il dépend de z.

On résout le syst@me (63) par un dé&veloppement en série de modes propres

o0 - [= ]

: . nr . nm
x= ¥ a sin— z et vy = I b _sin—z

_, 1 L n L

.n=] n=1

Les coefficients a et bn sont obtenus en exprimant 1'orthogonalit& des modes
propres. :
On obtient :

L
co 2
x = X " X " Sln-%; z °-% e(z) cosB(z) singglzdz
n=1] an - Q \
(64)
L
b 2
v = I Y sin n_;r z ® % e(z) sinB(z) sin—r%zdz



On peut écrire la solution sous forme complexe

@

vex+iy= ZRnem n‘s;inlﬂf‘ﬂz (65)
n=1
QZ 2 (BZ _ QZ) 2 o+ 2 ( 2 . QZ) 2
Ph qy o

avec

R )
& | (@? - Q%) (8% - %) |
2 z
q o =0
tan® =-2+_B
noPy Bi - Q?

moyennant les définitions

L
2 . nm
P,= T e{z) cosf(=z) s:.n-—fzdz
0
2
4 =2 | e(z)sinB(z) sinil zdz
n £ 3

0

Dans le repére fixe, la solution peut s’écrire de la méme manilre

1OEE) o 0m

Vv =1LR z (66)
n .Q, B .

n

et correspond 4 un cercle de rayon différent en chaque point.

On note que si 1'on veut r2aliser 1'équilibrage dynamique du rotor, on doit
nécessairement annuler les coefficients p, et q, successifs. L'annulation de
toute la série des (p, - qp) requiert un &quilibrage de chaque tranche infini-
tésimale dans son plan, ce qui est &videmment irréalisable.

En pratique, une proc&dure possible d'équilibrage des rotors flexibles con-
siste & réaliser un équilibrage modal.

- La structure de la solution montre que seuls les modes dont la fréquence
propre rentre dans le domaine de vitesse de la machine doivent étre neutra-
lisés : on fixe ainsi le nombre n de modes & &quilibrer.

- On réalise en premier lieu un Equilibrage du rotor rigide en le faisant
a :
- . 1
tourner i une vitesse <

On augmente ensuite la vitesse du rotor jusqu'a une vitesse de rotation
proche de o, et B, : & ce moment, le terme prépondérant dans la réponse de
1l'arbre est la réponse selon le premier mode
Q2
Py TZ

X % e sin — et y & ———— sin —-
L
uf - 0*

La correction 3 appliquer pour &quilibrer le premier mode &lastique doit ne
pas perturber l'&quilibrage rigide. Trois corrections dans trois plans dif=-
férents sont donc n&cessaires puisque la mouvelle distribution de masse, mno-
tée e'(z)elB,doit satisfalre les trols conditions
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16(2)d

e'(z) e =0 gquilibrage statigue

J a'(z) e B(z)(z -z ) dz = équilibrage dynamique

N—

i2(z) sinﬂf-dz -0 équilibrage du mode flexible |

e'(z) e

FIGURE 12
Equilibrage du premier mode élastigue

La figure 12 montre le type de correction & appliquer 3 un rotor symétrique
de manidre a4 altérer 1'équilibrage rigide. En principe, un test avec un ba-
lourd d'essai suffit & déterminer la correction finale. En pratique toute-

fois, on sera amené 4 procéder en plusieurs essais, jusqu'id réduire suffisam—

ment le balourd résiduel lorsqu'on passe la premidre vitesse critique.

Si la vitesse du service dépasse ou se rapproche des vitesses critiques d'or~
dre supérieur du rotor, on devra &quilibrer de la méme manire les modes
8lastiques suivants. Le mode d'ordre n sera &quilibré 3 l'aide de n + 2 mas-
ses additionnelles. '

La figure 13 montre comment réaliser 1'équilibrage du second mode &lastique
d'un rotor symétrique.

Vibrations entretenues par la pesanteur

De nouveau, on recherche une solution particulidre des &quations non homogé—
nes (58) en y incluant le seul terme de pesanteur. 5i l'on admet la méme
structure de solution (60) que dans le cas homogéne,

. - 2@___ ° 2
E nn(z) [@n 9] o 2Q\Un+an CIJn]

gcosfit
(67)

| - , .
;21 ng(2) [y =09 +200 +82 y ] g sinft



FIGURE 13
Egquilibrage de deuxiéme mode élastigue

Tenant compte des relations d'orthogonalité
L

_ 2
nn1%ndz ol S

. nhz . .
et de s1n ——dz = o n impalr

on obtient les &quations normales

o, = (@ -al)e - 200 =i§ cosQt
: n n n impair

;};

On essaie la solution particuligre

- (2 - B2 .-
W @ - 82y + 206 =-2B singr

d = A cosQt v =B sinfQit
n n n n

ce qui fournit

(-202 + o)A - 202 =28
n n Tt ni

e a a2 902 2 _ _ 4g
28 An+(ZQ +8n)Bn o

(68)

VI.30
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d¥ol Y 2 "7
. - ig 4Q° + Bn
n om 2 n2 2 .2 2
_OLan 24 (an+8n)—-
- 2 _ 2 o
. Eﬁ &0 an
n nmw 2 op2 2 2 2
ﬂaan 29 (onn+8n)_

On met finalement la solution dans le repére tournant sous la forme

m a a
v=x+iy-= )) ¢ elﬂt +V e lﬂt) sin 92 (69)
o n n £
n=lg.j,neo
avec les coefficients
82“0"2
C"'ngn - 28 (mn - Bn)
2 2 2
ot o+ BT~ 84
vn - %% > ;- - 2 2 - Bn - An
- 2
0Lan Z8 (an * Bn)

On passe ensuite 3 la solution dans le repére fixe

L] m [
V=v elQt = I (U 12218‘zt + V_ ) sin nme (70)
n n £
n=1,3,...
solt
m o
X= I (V. + U_cos20r) 22072
n n 2
n21939loc
o0
Y = X U sinZQtsinBE-z%
[} 2
n=1,3,...

!

< ¥

FIGURE 14
Vibration d'un arbre horizontal
due & la pesanteur
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La figure 14 montre le mouvement de précession d'une section lorsque les
raideurs sont différentes selon x et y.

Lorsque l'arbre est isotrope, le mouvement de précession disparait et 1'ar=-
bre subit la déflexion constante

(e}

X(z) = L b sin 20Z

3
n=1,3,... nrar
n

8. Energie cinétique d'un rotor dans le cas non stationnaire

Pour calculer 1'énergie cinétigue (13) d'un rotor dans le cas non stationnai-~
re, on va faire 1l hypoth&se que son 8quilibrage est parfait, de telle sorte
que son expression se limite &

1 .7 °T
-J (e, z o+ 2 Qulrx

T +xp Lol Tlwlx, ¢ py [0 +v]'[w+ v]p Jdu=

2 4 It

=T, + T, (71)
Les termes d'énergie cintique de translation peuvent s'écrire

T =l-

1 ZM[;(z+§2]+%£22M[x2+y2]+QM[“;y+X§] (72)

De méme, les termes de rotation
T, =%—Qz(l - $2) Jbzdm+% qubzf ¢?dm + Qq;éf % dm
A . \' Vv

l\JI'—-'

-wéJ b2 dm + ézf czdm-QEJBJ b2 dm

+ %— Qz (1 - 8%) j a2 dm +

1
2
v v

QzezJ'czdm-*fé-&)zJ c? dm

-Q%@J czdm-#%ézJ azdm+%$2j b2 dm

v \ v

- 5 o2 J(az +b2) dm + 50 ¢2J (c? - b%) dm

v

+%92 ez[(c2 =a2)dm+-;-§2J (c? + a?) dm
v

+%$2 J (c2+b2)dm+ﬂ¢§I (c? - b%) dm

\Y
§2$8 [ (b2 + ¢2) dm
v
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solit
=Ll 2 2 - 2 -
T, = 2 i [Izz + 9 (Iyy Izz) + 8 (Ixx Izz)]
(73)
i g laz @ - - o
+§¢ Ixx+28 Iyy%ﬂ?d)(%)(lyy Izz) Qcpslxx
D'ofl les foreces d'inertie
- selon x
-M% + 20My + Q2 Mx
- selon y
- MY -~ 20Mx + Q% My (74)
- selon ¢
— Py 2 -~ A =
IXX¢ + (@(Iyy Izz) +-§26(Iyy + Ixx Izz)
- selon B

s i . i
IWBfQ 9L, = L,) - @, +1 -1

9. Effet gyroscopique sur les vitesses critiques d'un rotor

Considérons le systéme de la figure 15, constitué d'un arbre isotrope (rai-
deurs identiques selon z et y) de masse négligeable sur lequel est monté, en
général de fagon non symétrique, un disque de grande inertie.

[ ]

vl vl
- s

FIGURE 15
L, Rotor & grande inertie rotatoire
monté dissymétriguement

. T P . eer s .
Soient q = (x, 8, vy, ¢) les déplacements et rotations en O définissant 1'état
du systéme dans un rep&re d'axes tournant. Son énergie de déformation peut
s'exprimer

v = %qTK q | (75)

avec une matrice de raldeur de la forme

X X 0 0
11 12
K X 0 0
12 22
R=1 g 0 K -k
11 12
0 0 -k k

12 22
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Le disque &tant supposé isotrope lui aussi, si 1'on note

I =¢C I =1 =A
ZZ , BX ¥y
les &quatioms régissant le comportement du systéme en 1'absence de forces de
perturbation peuvent donc s'&crire

(- aan - e

k=0 M k 0 0 %
11 12
020 —
k, k,, - Q-0 0 0 8
0 0 kK~ M -k y
‘ 11 12
— — 2 -—
_0 0 K, k,,= QA C)“ I ¢“
(76)
M 0 0 0 X 0 0 - 2M 0 i X
0 A 0 0 g 0 0 0 24 ~C 6
+ + R =0
0 0 M 0 5 2M 0 0 0 ¥
0 0 0 A ¢ 0 ~2A+C O ) b

Si 1l'on adopte la notation complexe
r=x+1ivy . P =0 - 1id

le systéme (76) peut E&tré réEcrit en un systdme de 2 Equations & 2 inconnues

k- 0%M  k t M0 % 2M 0 r
11 12 + +310 . !1=0
- 2 o NY -
klZ k,, QeA-C) % 0 A 1] -0 25-C Y
(77)

Si 1'on exprime le mouvement vibratoire dans le rep@re tournant sous la forme
¥ r

v P

0 iwt
e
0

on calcule les fréquences correspondantes par l'équation aux valeurs propres
en w

k - @+w’HM k
11 - 12 0
k1z k22 QUMA-CY - A~ wQ(2A-C)
(78)

- Examinons d'abord le cas olfi les mouvements de translation et de rotation sont
découplés (k12 = 0), ce qul correspond & un arbre dont le rotor est fixé en
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son milieu.

- Pour un mouvement de translation pure, les fréquences de vibration sont
solutions de
2 11
+ W) ===
@+ =
et 1'on retrouve en particulier la vitesse critique fondamentale 2= Vklllm

a4 laquelle est associe un instabilité de type stationnaire dans le repére
tournant caractérisée par la fréquence w = 0,

Si l'on admet gue le mouvement de rotation peut introduire des perturbations
(effer de la gravité notamment) qui sont des harmoniques du mouvement, les
vitesses { telles que

kll
02 = A=0, £1, £2,...

(1 + )™

sont susceptibles de donner lieu i des résonances de fré8quence w = AR,

-~ Pour un mouvement de rotation pure du disque, les fréquences de vibration
dans le repére tournant sont solutions de

kzz—gf’- (A=-C) - wA+wRQ@A~-C) =0

en particulier, le vitesse critique fondamentale est

et 1'on note qu'elle devient imaginaire lorsque le moment d'inertie polaire
du disque exciéde le moment d'inertie diamétral.
Les vitesses c¢critiques corrvespondant 3 des harmoniques supérieurs du mouve-
ment s'obtiennent & partir de la relation
k
Q? = 2z A=0, 1, %2, ...
(A-C)+ XA+ x(28 -0C)

Dans le cas ol les mouvements de translation et de rotation ne sont plus dé~
couplés, on doit résoudre 1'&quation (78) du quatriéme ordre en w? que 1'on
réécrit sous la forme

’ 2
k= (R +w M k
11 12

. 2
klz k22 - {2+ w) A+ Qe+ Q)C

_ (79)
et que 1l'on ré@sout le plus aisément en terme de la variable

s =§+uw
gui représente la fréquence du mouvement dans le repére fixe.
L'équation résultante s'écrit
4 3 fI€ _ o2 [.ELL N k22:' kll_E k11k22 B kli
M A

s T s % M A * AM =0

et on la résout en pratique en 1l'Ecrivant sous la forme
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kll k22 kIlkZZ - k.13.'2
LI 2
st sl 1 AN
Q =
< 2 _ 11
55 (s T
soit

aA(s? - mi) (s? - wi)
0 = ‘ (80)

ol s(s2 - uf)

ol wf et wg représentent les fréquences de vibration du syst&me au repos, et
annulent donc le dénominateur

4

I 2 11 22 k11k22 - 12
R el AM =0
tandis que
0(.2 = kll
1 M

est la fréquence de vibration du systéme dont le degré de liberté de rotation
serait bloqué.

Traitons par exemple le cas d'un disque de moment d'inertie diamétral A =
2
—§—-monté en porte-a-faux sur un arbre de masse négligeable (figure 16)

M

ey

[ 1N
It

|, EI FIGURE 16
Disgue monté en porte-a-faux sur
arbre uniforme

AN

la matrice des raideurs correspondante est

_EI 12 -6 4

K )
2® -6 8 48°

et 1'on calcule donc successivement

1 N
ui =-§~ = 12 B soit o, = 3.464 EL
Mo VoMl

mf et wi solutions de

s - 52 - 24 2L 435 (BLy -
M2.3 Mg ®



d'oli les fréquences

6 = 1.268 /B et o, = 4.732 /EL
! Me3 Mg,2

On peut donc tracer le diagramme de 1'&volution des fréquences de vibration
du systéme en fonction de la vitesse de rotatiom.

& A o

(\l:
7% (}
‘0{' 59// e
N ' 4
O g , /
~ s

FIGURE 17
Evolution des fréguences de vibration
en fonction de la vitesse de rotation

On y observe que :

1} les points d'intersection des courbes s{f]) avec 1'axe vertical sont les
' fréquences propres de l'arbre au repos.

2) Les vitesses critiques principales, qui correspondent 3 une déformée sta-

tionnaire dans le repére tournant et donnent donc¢ lieu 3 un mouvement de

précession de l'arbre 3 la vitesse {i dans le sens direct, apparaissent 2



3)

4)

5)
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1'intersection des courbes s{fl} avec la droite s = §. On volt que seule
la premié&re vitesse critique subsiste (point A} et est relevée par rapport
i la valeur w, qu'elle prendrait en 1'absence d'effet gyroscopique.

Les vitesses critiques dues 3 la graviié, ainsi qu'on 1'a vu plus haut,
correspondent & une vibration synchrone avec la rotation dans le repére
tournant (w = Q). Pour un observateur fixe, la vibration correspondante
est une précession directe de fréquence double (s = 20), et les vitesses
critiques dues & la gravité sont donc obtenues 3 1'intersection des cour-
bes s(0) et de la droite s = 2{] ; elles sont elles aussi relevies par
1'effet gyroscopique (point C).

D'autres vitesses critiques secondaires peuvent apparaltre pour les diffé-
rents harmoniques de la vitesse de rotation. Elles correspondent alors i
1'intersection des courbes s(f}) avec les droites

5 = AQ A= 2], 225 ...
En particulier, le cas A = -1 correspond & une fréquence de vibration
0 = =20 dans le rep&re tournant. On peut montrer qu'un tel mouvement de

précession inverse peut résulter de 1'anisotropie des paliers de 1'arbre
(point B).

En ce qui concerne l'amplitude des mouvements que 1'on peut observer au
passage des différentes vitesses critiques, 11 est important de noter que
les vitesses critiques directes, du fait qu'elles correspondent i une ins-—
tabilité de type statique dans le repére tournmant (instabilité de méme ty-
pe que le flambage), ne domnent lieu 3 aucun amortissement. Seuls les ef-
fets de non lindarité limitent 1'ampleur de la déformation. Par contre,
toutes les autres vitesses critiques correspondent i des vibrations gqui
sont de ce fait limitées par l'amortissement interne. Cette observation
explique bien pourquoi les vitesses critiques fondamentales domment lieu

a4 1'instabilité la plus violente.
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8.16 Equilibrage des rotors rigides

Dans les sections précédentes, nous avons mis en évidence les effeis du déséquilibre d’un rotor sur son
comportement en régime soit sur paliers rigides, soit sur paliers souples.

@ Lorsque le rotor tourne sur paliers rigides, ceux-ci sont le sidge de réactions en synchronisme avec la

rotation et variant linéairement en amplitude ¢t en phase avec le déséquilibre. Elles croissent comme le
carré de la vitesse de rotation.

Lorsque le rotor tourne sur paliers élastiques, ceux-ci vibrent en synchronisme avec le mouvement de
rotation. L’amplitude et la phase de la vibration dépendent linéairemnent du déséquilibre mais varient
de facon non simple avec la vitesse,

Sur la base de ces observations, les méthodes d’équilibrage peuvent &tre envisagées de deux fagons différentes.

a) Lorsque le rotor peut éire démonté de la machine dont il fait partie, son équilibrage peut étre réalisé sur

un banc spécialement congu 4 cet effet. Il existe des bancs d’équilibrage de deux types:

- Les bancs d’équilibrage @ paliers rigides:
L*équilibrage doit étre réalisé & une vitesse de rotation qui reste nettement inférieure 4 la premiére
vitesse critique de l’ensemble rotor-paliers (figure 6.10.7). On mesure les réactions exercées par
le rotor sur les paliers & ’aide de capteurs de force {piézo-électriques) solidaires des paliers. Ren-
trent en particulier dans cette catégorie, la plupart des machines d’équilibrage dynamique de roues
d’automobiles.

- Les bancs d’3quilibrage & paliers souples :

On réalise dans ce second cas I'équilibrage 4 une vitesse de rotation qui excéde suffisamment la plage
des vitesses critiques (figure xx} de ’ensemble rotor-banc, tout en restant en dega des vitesses cri-
tiques d’ordre plus élevé résultant de la flexibilité du rotor. Les bancs d’4quilibrage & paliers souples
sont beaucoup plus flexibles d’utilisation en ce qui concerne la gamme des rotors & équilibrer (di-
mensions, masse, qualité requise de 1’équilibrage). Les vibrations des paliers sont mesurées 3 1’aide
de capteurs de déplacement, de vitesse ou d’accélération. Les bancs d’équilibrage 3 paliers souples
permettent en plus, par blocage de chacun des paliers successivernent, de ramener le probleme de
P’équilibrage dynamique & deux équilibrages successifs dans le plan.

bY Le rotor est équilibré sur ses propres paliers: On procéde alors directement & ’équilibrage du rotor

en le metitant sur ses propres paliers (d’élasticité en général non connue) & une vitesse de rotation
suffisamment stable au sens de la figure xx. On mesure simultanément les vibrations des deux paliers
de la machine, de maniére 4 déduire le déséquilibre du rotor a partir de Phypothése de linéarité de
comportement.

Dans ce qui suit, nous aborderons successivement:

3

P

le principe de I’équilibrage dans un plan a partir de mesures de vibrations en un seul palier & la fois;
les méthodes d’équilibrage dynamique gui se raménent 3 deux équilibrages successifs dans le plan;

le principe général de I’équilibrage dynamique d’un rotor & partir de mesures simultanées en deux paliers;
les critéres et normes adopiés pour la mesure de la qualité d*un équilibrage.

6.10.1 Principe de V'équitibrage dans un plan

L’équilibrage dans un plan est & la base des méthodes d’équilibrage sur banc d’équilibrage qut permettent
d’immobiliser successivement chacun des paliers élastiques sur lesquels on pose le rotor, Considérons le
systéme de la figure 1:

il consiste en un rotor rigide posé sur un palier élastique A et un palier rigide B. On dispose d’un plan
d’équilibrage I dans lequel on peut apporter la correction de masse nécessaire & Uannulation des vibrations
mesurées dans le plan 4.

On représente en notation complexe (amplitude et phase) les quantités suivantes:

B

le balourd initial

Vo la vibration correspondante dans le plan A
M  une masse d’essai placée dans le plan I
V1 la vibration mesurés avec la masse d’essai.
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figure 6.70.1
principe de Péquilibrage dans un plan

Si PPon admet la linéarité du systéme, on peut écrire les relations représentées graphiquement par la figure
6.10.2

Vo =aB et Vi =a(B+ M) (6.10.1)

oh a désigne un coefficient de proportionnalité entre le balourd et la vibration qu’il provoque, et que 'on
calcule par soustraction des deux relations xx:

o= T1=Yo (6.10.2)

dou la valeur du balourd initial

M (6.10.3)

figure 6.10.2a figure 6.10.2b
plan d’éguilibrage vibration mesurée dans
la direction des ressorts de paliers
L’expression obtenue pour le balourd montre que sa détermination expérimentale requiert deux mesures

successives (en amplitude et en phase) de la vibration dans le plan A, avant et aprés addition d’une masse
d’essal.

La procédure ci-dessus suppose que ’on puisse mesurer la vibration en amplitude et en phase, ce que 'on
réalise soit & ’aide d’une lampe stroboscopigue pilotée par le signal de vibration mesuré, soit & 'aide d’une
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cellule photo-électrique.

: B+ M,

) balourd fe pcm d’équilibrage

Vs

c} détermination de Uamplitude A de la vibration
due au balourd additionnel

Equilibrage dans le plan par mesure des amplitudes de vibration

Lorsqu’on ne dispose pas du matériel nécessaire pour la mesure de déphasage entre la vibration du palier
et la rotation, on peut néanmoins délerminer le balourd B en amplitude et en phase moyennant trois tests
successifs & ’aide d™in méme balourd additionnel placé en trois positions angulaives différentes. Le plus
fréquemrment, lorsque rien ne s’y oppose, on choisit trois positions décalées de 120° (figure 10.3a). Soient
B le balourd initial

M1, Mj; et Mg les trois balourds additionnels de méme amplitude

] 1a position angulaire du balourd B par rapport & M;,

Vo la vibration due au balourd initial

Vi, Vaet V3 les vibrations enregistrées avec les masses d’essal

Appelons A, A et As les vibrations dues aux balourds d’essai seuls:
A, =V, -V,
Ay =V -V
A3 - Va - Vo
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Flles sont nécessairement égales en amplitude et décalées angulairement comme les balourds qui les provo-

quent. Si leur amplitude commune A est connue, on peut reconstruire le vecteur Vg par la construction de
la figure 10.3b.

En effet, les trois axes de rayons Vy, V3 et V3 se coupent en un point P extrémité du vecteur —Vy. Le
probléme est alors résolu, puisque

B=g M (6.10.4)

II reste & déterminer amplitude commune A des vibrations provoquées par les masses additionnelles. On
peut la construire graphiquement comme suit: On trace un cercle de rayon Vg, et 1’on représente ensuite

trois rayons vecteurs distants de 120°. L’intersection des irois axes de cercle de longucurs Vi, Vy et Vs
menés successivement a partir des sommets 1, 2 et 3 fournit le vecteur A.

$.10.2 Méthodes d’équilibrage dynamigque basées sur Péquilibrage dams un plan

Lorsque le rotor a équilibrer peut étre démonté et équilibré sur un banc spécialement congu & cet effet, son
équilibrage dynamique peut étre réalisé par deux équilibrages dans le plan successifs,

Les deux procédures suivantes sont couramrment utilisées.
a) Méthode du bercequ

Le principe de montage de la méthode du berceau est représenté schématiquement par la figure...

figure 6.10.4
Méthode du berceau

Le berceau B est supporté par des ressorts de faible raideur, de telle sorte que Péquilibrage soit réalisé a une
vitesse de rotation supérieure i la fréquence de vibration du berceau. Les deux paliers a et b dans lesquels
tourne le rotor sont solidaires du berceau. Deux pointes p solidaires du bati permettent d’immobiliser le
berceaw d’abord dans le plan ii, puis dans le plan i et servent en méme temps d’axe d’oscillation pendant la
vibration du systéme.

Quand le plan ii est immobilisé, la vibration n’est due qu’au balourd dans le plan i qui peut alors étre
déterminé par une des deux méthodes précédentes d’équilibrage dans le plan. Il suffit ensuite d’immobiliser
le plan i pour déterminer de la méme maniére le balourd dans le plan ii.



Chapitre 6 - Vibrations fransversales des rotors €.43

figure 6.10.5
Lorsqu’on étudie la réponse du systéme & [ ddi de la figure 10.5, on trouve que pour 2 > w = /=

k

m?

Pamplitude de la vibration est égale a

me
A=57

ol M est égale 4 la masse totale du bercean et du rotor.
Dés lors, on constate que la méthode du bercean, bien que trés directe, est assez limitée par le fait que
le berceau, qui doit éire capable d’accepter le rotor le plus lourd susceptible d’&tre équilibré sur le banc,

présente généralement une trop grande inertie lorsqu'il s’agit de faire vibrer des rotors légers. Elle n’est donc
praticable que lorsqu’il s’agit d’équilibrer en série des rotors toujours identiques.

b) Méthode des paliers élastiques successivement blogués.

Dans cette seconde méthode basée sur Péqulibrage dans le plan, on utilise un banc d’équilibrage classique
(figures 10.6 et 10.7 ) portant des paliers montés élastiquement, généralement dans le sens horizontal.

Les paliers sont indépendants, et peuvent donc éire immobilisés 'un aprés ’autre. Leur écart est ajustable
en fonction de la longueur du rotor a 1’équilibre.

01,8

15 mm

rionas

figure 6.10.7
Réalisation pratique: le banc d’équlilibrage Briel et Kjer 3905

Soient B et B, les balourds dans les plans d’équilibrage i et ii, distants des paliers A et B comme représenté
par la figure xx.

- Immobilisons le palier B: on enregistre alors au niveau du palier 4 une vibration due au balourd

' (b+ C)B]_ + CB2
By =t (6.10.5)

que I’on annule par un équilibrage dans le plani.
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figure 6.10.6

Principe d’un banc d’équilibrage classique & paliers souples

fig 6.10.8
Localisation des paliers el des plans d’équilibrage

- Immobilisons ensuite le palier A: on enregistre cette fois au niveau du palier B une vibration due au
balourd

, _ (a+5)Bs+a(B: - B))

B), e (6.10.6)

gue Pon annule par un second équilibrage dans le plan ii.
6.10.3 Méthode générale d’équilibrage dynamique des rotors rigides

Lorsqu’on fait Péquilibrage d’un rofor sur ses propres paliers, ceux-ci ne peuvent évidemment plus étre
immobilisés. On doit donc mesurer simultanément les vibrations que les deux paliers subissent sous 'effet
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palier 1 palier 2

fig 6.10.9
Eguilibrage dynemique dans 2 plans simulfanément

des balourds initiaux B; et B, dans les deux plans d’équlibrage, et ensuite, des balourds d’essal dans les
mémes plans.

On fait I’hypothése de linéarité du systéme, et on écrit une relation de proportionnalité entre les vibrations

mesurées aux paliers
Vm] [0511 Gﬁ12] [31]
= 6.10.7
[Vzo Oy Q) B2 ( )

ot ’on note Vi, la vibration mesurée au palier k dans ’essai I, 1a valeur ! = 0 correspondant 4 un essai du
rotor en configuration initiale. Les coefficients d'influence ¢¥;; complexes sont des fonctions de la vitesse de
rotation.

On réalise 3 essais successifs:

a) rotor en configuration initiale, avec les balourds By et By & déterminer daps les plans i et ii. On
enregistre les vibrations Viy et Vg aux paliers 1 et 2.

b} On installe ensuite un balourd M dans le plan 1, et on enregistre des vibrations V11 et Vg aux paliers
let2.

¢} On installe enfin un balourd M dans le plan H, et on enregistre des vibrations V5 et V33 aux paliers
et 2.

Tenant compte de I’hypothése de lindarité, et & condition de réaliser les trois essals 4 la méme vitesse de

rotation, on peut écrire également
Vi Q1 Oz By +M1]
_ A 10.8
[Vn] [0121 Qg B, (6.10.8)

Viz Qryy 0512] [ By ]
= 109
[Vn] [azl Qg | | By + Mo (6 )
On dispose ainsi de six relations qui nous permettent de calculer la matrice des coefficients d’influence [&x]
et les balourds B, et B,.

et

Si on calcule les vibrations Vi — Vg dues aux seules masses d’essai, on obtient successivement

1 L‘11 1.\‘10 : %12 2‘10
o1 Y21 1"'20 22 b22 2-“20
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et on en déduit les balourds 8 v
1| -1 10
2] o [V2] o010

L’equation (10) correspond & un systéme complexe de deux équations 4 deux inconnues que ’on peut résoudre
aisément a l’aide d’une calculatrice de poche.
Ezemple

Le tablean ci-dessous rapporte un exemple de mesures de déséquilibre sur un rotor; la derniére ligne fournit
les corrections & apporter dans les deux plans d’équilibrage.

fig 6.10.10

Séquence de mesure relative d un Equilibrage sur site

Masse d’essaz effet mesuré avec masse d’essai
position et valeur Palier 1 Palier 2
7.2 mm/s 238° Vio 13.5 mm/s 296° Va0
25¢dsleplan i 4.9 mm/s 114° Vi3 9.2 mm/s 347° Va1
2.5 ¢ ds le plan @ 4.0 mm/s 79° Viz 12.0 mm/s 292° Yoz
correction 2.95 g 50.2° 2.84¢ -81.8°

6.10.4 Qualité de Péquilibrage

Les vibrations dues au déséquilibre d’un rotor produisent en général des effets non désirables sur la sta-
bilité des machines, sollicitent leurs organes par fatigue et perturbent également Penvironnement (bruits,
trépidations). En outre, pour certains types de machines ou d’appareils (machines-outils, tourne-disques,
... ) elles altérent la qualité du travail fourni.

L’expérience montre que la qualité la plus objective de la qualité de I’équilibrage d’un rotor rigide est {a
vitesse circonférentielle du centre de mauasse:

o = balourd x vitesse de rotation (6.10.11)

masse du rotor

Ce paramétre est a la base d’une classification des différents rotors d’usage courant. Dans sa norme 1940-
1973, 'ISO a défini comme unité de mesure de qualité d’équilibrage

I G = lmm/sec.

Le tableau de la figure 6.10.11 donne les degrés d’équilibrage admis par I'ISO pour les différentes catégories
de rotors usuels.

On peut également reporter sur un diagramme (figure 6.10.12), pour les divers degrés de qualité d’équilibrage
repris dans ce tableau, le déséquilibre résiduel acceptable {déplacement du centre de masse, mesuré en
microns) en fonction de la vitesse de rotation.
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Tableau 1 —~ Degrés de qualité d'éavilibrage pour différents groupes de rotors rigides représentatifs

Praduit
IdeD:i?;gté fge ts ;eif;%:?, Types de rotois — Exemples pénéraun
d'équitibrage admmmls

G4600 4 000 Entrainement par vilebrequind de moteurs Diesel marnins 3 vitesse lente 4!, montage rigide, avec un nombre
de cylindras imgair

G1 800 1600 Entrainement gar vilebrequin, montage figide, de gros motewrs & deux temps

G620 830 Entrainament par vilebrequin, montage rigide, de gros moteurs § quatre femps
Entrainernent par vilebrequin, montage élastique, des moteurs Diesel marins

G750 250 Entralnement par vilehreguin, montage rigide, de meoteurs Diesel rapides® 2 quatre cylindres

G100 360 Entrainement par vilebrequin de moteurs Diesei rapides ! avec six cyfindres ou plus
Moteurs completsS (2 essence ou Diesal) pour vaitures, camions et lotomotives

340 &3 Riowes de voitures, janies de foues, ensemble de roues, arbres d'entrainement
Entrainement par vilebrequin, meniage élastique de moteurs rapides  quatre temps (3 essence ou Diesel)
aver sin tylindres ou plus
Entrainernent par vilebrequin de moteurs de voitures, camions et locomotives

316 16 Arbres d'entrainement {arbres g'hélices, arbres 3 Ia cardan) avec exigences particuliéres
Pitces de machines & broyer
Pizces de machines agricoles
Pitces déiachées de moteurs (4 essence ou Diesel) pour voitures, camions et locomotives
Entrainement par vilebreguin de moteurs avec six cylindres ou plus dans des conditions pariiculitres

G863 6,3 Piéces de machines de transformation
Engrenages de turbines marines principales {marine marchande)
Tambours centrifuges
Rouleaux de machines & papier; rouleaux g2 machines d'impression
Ventilateurs
fAontage de rotors avec turbines 4 gaz pour Vaéronautique
Yolants
tmpulseurs de pompes
Machines-outils et pitces de machines courantes
Armatures dlectriques grandes et moyennes {de moteurs lectriques avant au moins une hauteur de tige de
B0 mm} sans exigences spéciales
Petites armnatures électriques souveni produites en série, pour les applications insensibles aux vibrations
e1/ou avec des supports isolants contre fes vibrations
Pitces détachées de moteurs aver des exigehces particutidres

G515 25 Turbines 3 gaz et 3 vapeur y compris tes furbines marines principales {marine marchande)
Rotors de turbogénérateur rigides
Tambours et disques de mémoire d'ordinateur
Turbogompresseurs
Entrainements de machines-outils
Armatures #lectriques grandes et mayennes avec des exigences particulidres
Petites armatures électriques ne se qualifiant pas pour I'une ou les deux conditions spécifiées pour les petites
armatures électriques de degré de qualité d'équilibrage G6.3
Pompes & entrainement par turbines

G i Entrainement de magriétophones et de phonographe (gramophone) ]
Entrainement de meules
Petites armatuies électrigues avec exigences particulidres

(0.5 0.4 Btoches, disgues et armaiures de meules de précision T
Gyroscopes

T} = 2an/80 = ni10si n 8st mesuré en tours par minute ef «r en radians par seconde,

2} Pour Fattribution du balourd résiduel admissible aux plans de correction, voir chapitre 7.

3 Un entrainement par vilebrequin gst un montage qui comprend fe vilebreguin, un volant, un embravage, une poulie, un amartisseur de vibrations,
la partie en rotation de !a bielle, etc. {voir 3.5).

4) Dans la présente partie de {150 1340, ies moteuts Diesel lents sont ceun dont fa vitesse duy piston est inférieure 49 m’s, les motewss Dieset rapides
sont ceux dont 12 vitesse du piston est supérieure 4 9 m/s.

51 Pour les motewss complets, la masse du rotor comprend la somme de toutes les masses qui appartiennent 4 I'entiainemant par vilebrequin déciit

dans la note 3 ci-dessus,

6.47
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Figure 2 — Valeur du balourd spécifique résidusl maximal admissible correspondant & divers degrés
de gualité d'équilibrage



